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本講演では, 勾配型の非線形項をもつ四階放物型方程式に対する次の初期値問題を考
える:

(P)

{
∂tu+ (−∆)2u = −∇ · (|∇u|p−2∇u), x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ RN .

ただし, N ≥ 1, p > 2 とする. 表面拡散を表す (−∆)2u に勾配型非線形項を付した四階放
物型方程式は, 薄膜のエピタキシャル成長を記述する数理モデルに現れる ([5]). その数理
モデルに対して King-Stein-Winkler ([3]) は, 対応するエネルギー汎関数の下からの有界
性を利用して, 時間大域解の存在などを示している. 問題 (P) も同様に, 汎関数

E(w) :=
1

2

∫
RN

(∆w)2 dx− 1

p

∫
RN

|∇w|p dx

に対する L2-勾配流とみなすことができる. しかし, p > 2 であることから汎関数 E(·) は
次の性質をもつ:

E(λw) → −∞ as λ → ∞ for w ∈ H2(RN) ∩W 1,p(RN) \ {0}.

本研究の目的は, 汎関数 E が下に非有界であることから予想される, 最大存在時間 TM が
有界となるような解の存在と, TM < ∞ なる解の時刻 TM における振る舞いを調べるこ
とである.

本講演では, 上述の動機に従い, 問題 (P) の有限時間爆発解の存在とその挙動に関して
得られた結果を述べる. また, 問題 (P) が時間大域解をもつための指数 p 及び初期値 φ

の十分条件について得られた結果も紹介する. さらに, [1] において考察された unstable

Cahn-Hilliard 方程式と問題 (P) との関係に基づき, 問題 (P) には, 勾配爆発解と呼ばれ
る, ∇u のみ発散し u 自身は有界に留まるような解の存在が期待される事にも言及する.

なお, 本講演の内容は石毛和弘先生 (東京大学) と岡部真也先生 (東北大学) との共同研究
([2]) に基づく.

主定理を述べるために必要な記号と言葉を定義する. G = G(x, t) を作用素 ∂t + (−∆)2

に対する RN × (0,∞) 上の基本解とする. 基本解 G と f : RN → R との合成積を

[S(t)f ](x) :=

∫
RN

G(x− y)f(y) dy, x ∈ RN , t > 0,

と定める. また, 関数 Fp : R
N → RN を Fp(ξ) := |ξ|p−2ξ と定義する. 問題 (P) の解と最

大存在時間を次で定める.
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定義 1. T > 0 を定数, φ : RN → R を可測関数とする.

(i) u ∈ C((0, T ];BC1(RN)) が任意の (x, t) ∈ RN × (0, T ] に対して

u(x, t) = [S(t)φ](x)−
∫ t

0

∇ · [S(t− s)Fp(∇u(·, s))](x) ds

をみたすとき, u を RN × [0, T ] 上における問題 (P) の解と呼ぶ.

(ii) u を RN × [0, T ] 上における問題 (P) の解とする. u の最大存在時間 TM = TM(u)

を

TM(u) := sup

{
τ > T

∣∣∣∣∣RN × [0, τ ] 上における問題 (P) の解 Uτ で
RN × (0, T ] 上 u ≡ Uτ をみたすものが存在する

}
と定める.

次に, 一様局所弱 Lr 空間を定義する.

定義 2. r ∈ [1,∞], ρ > 0 とし, f を RN 上の可測関数とする. このとき,

∥f∥r,ρ :=


sup
x∈RN

sup
s>0

s
1
r
−1

∫ s

0

(fχB(x,ρ))
∗(τ) dτ if r ̸= ∞,

∥f∥L∞(RN ) if r = ∞,

と定める. ここで, χB(x,ρ) は中心 x 半径 ρ の開球に対する特性関数とし, (fχB(x,ρ))
∗ は

fχB(x,ρ) の単調減少再配列関数とする. ∥ · ∥r,ρ を用いて, 一様局所弱 Lr 空間 Lr,∞
uloc(R

N)

を
Lr,∞
uloc(R

N) := {f : RN → R | ∥f∥r,1 < ∞}

と定める.

まず, 最大存在時間が有界であるような解が存在するための初期値の十分条件を述べる.

定理 1 ([2]). φ ∈ H2(RN) は ∥∇φ∥L∞(RN ) < ∞ かつ E(φ) < 0 をみたすとする. このと
き, TM(u) < ∞ なる問題 (P) の解 u が存在する.

定理 1 は, 問題 (P) の近似問題を考え, 対応するエネルギーに対して concavity argument

(cf. [4]) を適用することで証明する. 次に, 最大存在時間 TM が有界である解の時刻 TM

における挙動に関する結果を述べる.

定理 2 ([2]). TM(u) < ∞ なる問題 (P) の解 u に対し, 以下の評価が成り立つ :

(i) N ≥ 1 かつ p > 2 のとき, r ≥ r1 := N(p − 2)/2 をみたす任意の r ∈ [1,∞] につ
いて

lim inf
t↗TM

(TM − t)
1

2(p−2)
−N

4r ∥∇u(t)∥
r,(TM−t)

1
4
> 0.

(ii) N ≥ 1 かつ 2 < p ≤ 4 のとき, r ≥ r2 := N(p−2)/(4−p) をみたす任意の r ∈ [1,∞]

について
lim inf
t↗TM

(TM − t)
4−p

4(p−2)
−N

4r ∥u(t)∥
r,(TM−t)

1
4
> 0.
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注意 1. (i) 問題 (P) は任意の定数関数が定常解となる. したがって定理 1, 2-(ii) から,

2 < p < 4 の場合, 問題 (P) に対して比較原理が成立しない. この比較原理の破綻
が本研究で得られた爆発現象に本質的な影響を与えるものと考えられる.

(ii) u を初期値 φ に対する問題 (P) の解とする. このとき, λ > 0 に対して

uλ(x, t) := λ
4−p
p−2u(λx, λ4t), φλ(x) := λ

4−p
p−2φ(λx),

と定めると, uλ は初期値 φλ に対する問題 (P) の解となる. また,

∥∇φλ∥r1,1 = ∥∇φ∥r1,λ, ∥φλ∥r2,1 = ∥φ∥r2,λ

が成り立つ.

定理 2 の証明には Lr,∞
uloc(R

N) 上で逐次近似的に構成した解の life span 評価を用いる. こ
の評価では, 基本解 G との合成積 S(t)f に対する Lr,∞

uloc(R
N) 上の Lp-Lq 型評価と, 注

意 1-(ii) で述べたスケール変換が重要な役割を担う. また, ここで得られた life span 評価
を用いることで問題 (P) の時間大域解が構成できる.
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