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k, dを自然数とする. 単位球面Sd ⊂ Rd+1に値をとる調和写像流F (·, t) : Rd → Sd,

∂F

∂t
= ∆F + |∇F |2F, t > 0. (1)

において k-equivariant map と呼ばれる

F (x, t) =
(

Ωk

(x
r

)
sinu(r, t), cosu(r, t)

)
, r = |x|, (2)

という形の解を探すと, スカラー値の半線形熱方程式

∂tu =
1

rd−1

∂

∂r

(
rd−1∂u

∂r

)
− k(d + k − 2)

2r2
sin(2u), r > 0, t > 0 (3)

が得られる. ただし, Ωk(ω) : Sd−1 → Sd−1 はエネルギー密度一定の調和写像, いわゆる
harmonic eigenmap である. r = 0では |∇F | < ∞を要請するため, 境界条件u(0, t) = 0

を課す. 方程式 (3)は supr>0

∣∣u0(r)/rk
∣∣ < ∞ を満たす任意の有界な関数 u0(r) に対し

て滑らかな時間局所解u = u(r, t)を持ち, 従って (2)を通じて元の変数F (x, t)に対して
(1)の解が得られる. また, エネルギー密度に関して以下の等式が成り立つ:

|∇F |2 = (∂ru)2 +
k(d + k − 2)

r2
sin2 u. (4)

境界条件U1(0) = 0, limr→0 U1(r)/rk = 1 を満たす (3) の定常解U1(r) はd > d∗(k) :=

2 + (2 + 2
√

2)kのとき, 次の漸近展開を持つ:

U1(r) =
π

2
− hr−γ + O

(
r−γ−ω

)
(r → ∞). (5)

ここでh > 0はある定数で, γ, ωはそれぞれ

γ =
d− 2 − ω

2
, ω =

√
(d− 2)2 − 4k(d− 2) − 4k2 (6)

で定義される正の定数である. d∗(1) = 4 + 2
√

2 = 6.82... ∈ (6, 7)である.

k = 1, d ≥ 7のとき, すべての爆発は Type II であるが [3], 証明は背理法によるため
具体的な爆発の速さは一般には分かっていない. [1]では k = 1, d ≥ 7として具体的な
爆発の速さの評価や各点評価を持つ解の存在を証明した. 詳しくは 2ℓ > γを満たす任
意の自然数 ℓに対して∥(uℓ)r(·, t)∥∞ ≈ (T − t)−ℓ/γ (t ↗ T ) を満たす爆発解uℓが存在す
る. ℓは赤道調和写像における線形化作用素の安定固有値に対応する. このような解は
ある意味で安定である [4].
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d = 7のときω = 1, γ = 2となり, 上記 ℓの条件は ℓ > 1となる. 本研究の第一の目的
は (k, d) = (1, 7)の場合に, [1]で得られた解とは異なり, ゼロ固有値に対応する爆発構
造を持つ解を構成することである. 第二の目的はその結果をk ≥ 2, d > d∗(k)の場合へ
一般化することだが, (6)の定数 γと次元 dの関係によっては k = 1 では見られなかっ
た爆発構造を持つ解も存在する [2]. この意味で爆発構造の不連続的な遷移が見られる.

定理 1. k ≥ 1とし, d > d∗(k), 2n0 = γ (n0 ∈ N) とする 1. M > 0は任意, θ ∈ (0, 1)は
十分小さい定数とする. このとき, 以下の各点評価を満たす爆発解uが存在する:

u(r, t) ∼
U1

(
r

ε(s)
√
T − t

)
(r ≤ ε(s)θ

√
T − t);

π

2
−Dε(s)γ

(
r√
T − t

)−γ

L(ω/2)
n0

(
r2

4(T − t)

)
(=: u∗(r, t))

(
ε(s)θ ≤ r√

T − t
≤ M

)
s = − log(T − t).

ここで ε(s)は s → ∞で

ε(s) =

{
O
(
s−1/ω

)
(4γ > d− 2)

O
(
s−1/2γ

)
(4γ < d− 2)

(7)

を満たすある正値関数, D > 0はある定数, L
(ν)
n (z)はn次 Laguerre 陪多項式を表す.

定理 2. 定理 1 と同じ仮定の下で, u(r, t), U1(r/ε(s)
√
T − t), u∗(r, t) に対応する k-

equivariant maps をそれぞれF, F1, F
∗で表す. このとき任意のK,M,L > 0に対して

sup
ξ≤K

ε(s)2(T − t)
∣∣∣(|∇F |2 − |∇F1|2

) (
ξε(s)

√
T − t, t

)∣∣∣ → 0 as t ↗ T (8a)

sup
L≤y≤M

(T − t)

ε(s)2γ

∣∣∣(|∇F |2 − |∇F ∗|2
) (

y
√
T − t, t

)∣∣∣ → 0 as t ↗ T (8b)

系 3. 定理1と同じ仮定の下で, 以下の評価が成り立つ:

C

ε(s)2(T − t)
≤ ∥∇F (·, t)∥2L∞(Rd) ≤

C ′

ε(s)2(T − t)
(9)

証明は接合漸近展開を基礎とし, [5]で藤田方程式に対して開発した技法を用いる.
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1各 k = 1, 2, ...に対してそのような組 (d, n0) ∈ N× Nは必ず存在する.


