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1. 導入
圧縮性粘性流体の運動を表す方程式の初期値問題について考える.

∂tρ+ div (ρu) = 0 in RN , t ∈ (0, T ),

ρ (∂tu+ u · ∇u)−DivT+∇P (ρ) = 0 in RN , t ∈ (0, T ),

(ρ,u)|t=0 = (ρ∗ + ρ0,u0) in RN .

(1)

ここで, u = (u1(x, t), . . . , uN(x, t)), ρ = ρ(x, t) はそれぞれ流速, 密度を表す未知
関数とする. P (ρ)は圧力とし, 密度の関数として表されるもの, すなわちバロトロ
ピック流体を考えることとし P ∈ C∞(R+) を仮定する. ρ∗ は正定数, ρ0 = ρ0(x),

u0 = u0(x) は既知の関数とする. また T = (Tij) は応力テンソルとし, DivT =(∑N
j=1 ∂jT1j, . . . ,

∑N
j=1 ∂jTNj

)
, ∂j = ∂/∂xj. 応力テンソル Tが次の粘性による応力

テンソル
S(u) = 2µD(u) + (ν − µ)divuI

で与えられるとき, (1)は圧縮性Navier-Stokes方程式と呼ばれる. ただし, µ, νは粘性
係数, D(u) = {∇u + (∇u)T}/2, IはN × N の単位行列とする. 一方, S(u)に次の
Korteweg応力テンソル

K(ρ) =
κ

2
(∆ρ2 − |∇ρ|2)I− κ∇ρ⊗∇ρ

を加え, T = S(u)+K(ρ)とするとき, (1)はNavier-Stokes-Korteweg方程式 (以下, NSK

方程式)と呼ばれる. 本講演ではNSK方程式について考察する.

NSK方程式は相転移を伴う現象を記述するモデルとしてDunn and Serrin [3] によっ
て数学的に定式化された. 全空間において十分小さな初期値に対しNSK方程式を考察
した結果としてHattori and Li [4], Tan, Wang and Xu [6], Danchin and Desjardins [2],

Kobayashi and Tsuda [5], Chikami and Kobayashi [1] などがある. [4]は時間L2, 空間
L2枠で考察し,初期値を (ρ0,u0) ∈ Hs+1×Hs (s ≥ N/2+3)からとり時間大域的適切性
を得た. [6]は3次元の場合に (ρ0,u0) ∈ (H2×H1)∩L1に対し時間大域的適切性とL2に
おける解の減衰評価を得た. [5]は初期値を (ρ0,u0) ∈ (Hs+1 ×Hs)∩L1 (s ≥ [N/2] + 1)

からとり, L∞, L2, L1 における解の減衰評価を示した. また, [2]は斉次べゾフ空間
Ḃ

N/2
2,1 ∩ Ḃ

N/2−1
2,1 × Ḃ

N/2−1
2,1 に初期値をとり時間大域的適切性を示し, [1]により解の減衰

評価が得られた.

本講演の目標は, NSK方程式をRN(3 ≤ N ≤ 7)で考え, 定数状態 (ρ∗, 0)のまわりで
十分小さな初期値に対する時間大域解の一意存在性を次の条件下で示すことである.

µ > 0, µ+ ν > 0, κ > 0, P ′(ρ∗) > 0,
1

4

(
µ+ ν

ρ∗

)2

̸= ρ∗κ. (2)

本研究は柴田良弘教授 (早稲田大学)との共同研究に基づく.



2. 主結果
主定理を述べるために次のノルムと関数空間を導入する.

[u]q,ℓ,t = sup
0≤s≤t

< s >ℓ ∥u(·, s)∥Lq(RN ),

[∇u]q,ℓ,t = sup
0≤s≤t

< s >ℓ ∥∇u(·, s)∥Lq(RN ),

∥ < s >ℓ u∥Lp((0,t),X) =

(∫ t

0

(< s >ℓ ∥u(·, s)∥X)p ds
)1/p

,

Wm,ℓ
q (RN) = {(f,g) | f ∈ Wm

q (RN), g ∈ W ℓ
q (R

N)N},
∥(f,g)∥Wm,ℓ

q (RN ) = ∥f∥Wm
q (RN ) + ∥g∥W ℓ

q (R
N ),

N (ρ,u)(t) =
1∑

j=0

2∑
i=1

{[(∇jρ,∇ju)]∞, N
q1

+ j
2
,t

+ [(∇jρ,∇ju)]q1, N
2q1

+ j
2
,t + [(∇jρ,∇ju)]q2, N

2q2
+1+ j

2
,t

+ ∥ < s >ℓi (ρ,u)∥Lp((0,t),W
3,2
qi

(RN ))

+ ∥ < s >ℓi (∂sρ, ∂su)∥Lp((0,t),W
1,0
qi

(RN ))}.

ただし, XはBanach空間, < s >= (1 + s), ℓ1 = N/2q1 − δ, ℓ2 = N/2q2 + 1− δ, δはあ
とで定める正定数とする.

以下が本講演の主定理である.

定理 1. 条件 (2)と3 ≤ N ≤ 7を仮定し, q1, q2, pは次を満たすとする.

2 < p < ∞, q1 < N < q2, 2 < q1 ≤ 4,
1

q1
=

1

q2
+

1

N
,

2

p
+

N

q2
< 1.

また, δは次を満たすとする.
1

p
< δ <

N

q2
+

1

p
.

このとき, ある定数 ϵ > 0が存在して,

ρ0 ∈ ∩2
i=1B

3−2/p
qi,p

(RN) ∩W 1
q1/2

(RN),u0 ∈ ∩2
i=1B

2(1−1/p)
qi,p

(RN)N ∩ Lq1/2(R
N)N ,

2∑
i=1

∥(ρ0,u0)∥B3−2/p
qi,p

(RN )×B
2(1−1/p)
qi,p

(RN )
+ ∥(ρ0,u0)∥W 1

q1/2
< ϵ

を満たす初期値 (ρ0 u0)に対して, NSK方程式は次のLp-Lq最大正則性が成り立つクラ
スで一意解 (ρ,u)をもつ.

ρ− ρ∗ ∈ Lp((0,∞),W 3
q2
(RN)) ∩W 1

p ((0,∞),W 1
q2
(RN)),

u ∈ Lp((0,∞),W 2
q2
(RN)N) ∩W 1

p ((0,∞), Lq2(R
N)N).

さらに次の評価を満たす.

N (ρ− ρ∗,u)(∞) ≤ Cϵ.

ここでCは ϵに依存しない正定数とする.



注意 2. (1) 次元に関する条件について: N = 2のとき, q1 < 2より q1/2 < 1となるた
め, 本研究の手法では時間大域解を得ることができない. また q1 ≤ 4より, N < 8の制
限が必要となる.

(2) Lp-Lq最大正則性が成り立つクラスで考察する理由: L2枠に比べ初期値の正則性
を緩和することができるため. また, 有界領域では指数減衰する解の存在が期待できる
が, 非有界領域では多項式減衰評価のみ得られると考えられる. この減衰評価を得るた
めには時間指数pは空間指数 qと独立に十分大きくとる必要がある.
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