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1 序
この講演では, 次の時間に依存するシュレーディンガー方程式を考える．

{
i∂tu + 1

2
△u− V (t, x)u = 0, (t, x) ∈ R× R

n,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
n.

(1)

ただし、i =
√
−1, u : R×R

n → C, △ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j

であり， V (t, x)は実数値関数とする．
考える問題は，次の通りである．

劣 2次のポテンシャルをもつシュレーディンガー方程式 (1)の解の特異性を初
期値 u0の情報から決定すること

この問題は，既に [6]や [10]で扱われている．ここでは，A. Córdoba and C. Fefferman[1]

によって定義された波束変換を用いて，この問題を考察する．[7]において，講演者たち
は，既に，波束変換による自由シュレーディンガー方程式の解の表現を得ているが，その
表示を用いて方程式 (1)を積分方程式に直し，時刻 tでの解の特異性の情報を得る．

V (t, x)に対して，次の仮定をおく．

仮定 1.1. V (t, x)はC∞(R×R
n)に属する実数値関数で，ρ < 2が存在し，任意の多重指

数 αに対してC > 0があって

|∂α
x V (t, x)| ≤ C(1 + |x|)ρ−|α|

が任意の (t, x) ∈ R× R
nについて成立する．
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ϕ ∈ S(Rn)\{0}および f ∈ S ′(Rn)とする．ϕからできる波束による f の波束変換
Wϕf(x, ξ) を

Wϕf(x, ξ) =

∫

Rn

ϕ(y − x)f(y)e−iyξdy, x, ξ ∈ R
n

で定義する．
自由粒子のシュレーディンガー作用素を波束変換で表現すると

Wϕ(t)u(t, x, ξ) = e−
i
2
t|ξ|2Wϕ0u0(x− ξt, ξ), (2)

となる ([7])．ここで，ϕ0(x) ∈ S(Rn)\{0}に対し，ϕ(t) = ϕ(t, x) = ei(t/2)△ϕ0(x)とおい
た．また，簡単のため，Wϕ(t,·)(u(t, ·))(x, ξ)を，Wϕ(t)u(t, x, ξ)と書いている．

ϕ0(x) ∈ S(Rn)に対し，ϕ(t)(x) = ei(t/2)△△ϕ0(x) と書き，λ ≥ 1に対し，ϕ
(t)
λ (x) =

ϕ(λt)(λ1/2x)とおく．(x0, ξ0) ∈ R
n × R

n\{0}に対し，Kが x0の近傍で，Γが ξ0の錐近傍
(すなわち，ξ ∈ Γかつ α > 0のとき，αξ ∈ Γを満たす．). R

2nの部分集合 V = K × Γを
(x0, ξ0)の錐近傍と呼ぶ．

λ > 0と (x, ξ) ∈ R
n × R

nに対し，x(s; t, x, λξ)と ξ(s; t, x, λξ)を常微分方程式
{

ẋ(s) = ξ(s), x(t) = x,

ξ̇(s) = −∇V (s, x(s)), ξ(t) = λξ.
(3)

の解とする．

定理 1.2 (主結果). u0(x) ∈ L2(Rn)とし，u(t, x)を (1)の C(R; L2(Rn))に属する解とす
る．仮定 1.1の下で，(x0, ξ0) /∈ WF (u(t, x)) であることの必要十分条件は，(x0, ξ0)の錐
近傍 V = K × Γが存在して，以下が成り立つことである：任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1

に対し，ある定数CN,a > 0があって，

|W
ϕ

(−t)
λ

u0(x(0; t, x, λξ), ξ(0; t, x, λξ))| ≤ CN,aλ
−N

が λ ≥ 1, a−1 ≤ |ξ| ≤ a(x, ξ) ∈ V に対して成立する．

注意 1.3. 谷島 ([13])は，空間次元が 1次元でポテンシャル V (t, x)が優２次，すなわち,

V (x) ≥ C|x|ρ(ρ > 2)のとき，t > 0において基本解は xに関し，いたるところ滑らかでは
ないことを示している．

注意 1.4. [8]において，自由粒子および調和振動子のシュレーディンガー方程式の解の
Wave front setを波束変換により調べている．
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系 1.5. ρ < 1ならば，(x0, ξ0) /∈WF (u(t, x))であることの必要十分条件は，(x0, ξ0)の錐
近傍 V = K × Γが存在して，任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1に対し，定数 CN,a > 0が存
在し，

|W
ϕ

(−t)
λ

u0(x− λtξ, λξ)| ≤ CN,aλ
−N

が λ ≥ 1, a−1 ≤ |ξ| ≤ aと (x, ξ) ∈ V に対し成立することである．

W. Craig, T. KappelerとW. Strauss([2])は平滑効果を微局所的に調べている．彼らは，
一般の楕円型作用素に対するシュレーディンガー方程式を調べているが，自由粒子のときに
は述べると以下のようになる．R

nの点 x0 6= 0と x0の錐近傍Γに対し，〈x〉ru0(x) ∈ L2(Γ)

をみたせば，x0のある錐近傍 Γ′に対し，〈ξ〉rû(t, ξ) ∈ L2(Γ′)が t 6= 0のとき成立する．多
くの数学者がこの方向の研究を行っている ([3], [4], [9], [11], [12]).

A. Hassellと J. Wunsch([6])あるいは中村周 ([10]) は, 初期データにより，解のWave

front setを決定する問題を扱っている．HassellとWunschは，“scattering wave front set”

を用いて，特異性を取り扱っている．一方，中村は，準古典的に問題を取り扱っている．
(1)の解 u(t, x)に対し，(x0, ξ0) /∈ WF (u(t))であることの必要十分条件は，a(x0, ξ0) 6= 0

をみたす R
2n上の C∞

0 関数 a(x, ξ)が存在して，‖a(x + tDx, hDx)u0‖ = O(h∞) as h ↓ 0.

がなりたつことである．我々の結果では，擬微分作用素のかわりに，波束変換を用いて
いる．

2 定理1.2の証明の概要
ここで用いる方法の概要は以下の通りである．（図も参照）

• 波束変換で用いる波束を時間に依存させてうまくとることにより，シュレーディン
ガー方程式のような時間一階空間２階の偏微分方程式 (空間次元n)を空間次元 2nの
時空間で 1階の偏微分方程式+低階項 (B)に変換する ((4)式)．

• (B)の解は，特性曲線の方法を用いて積分方程式に帰着することができる ((5)式)．

• 得られた積分方程式を評価することにより，以下で紹介する FollandによるWave

front setの特徴付けを用いて，方程式 (A)の特異性を調べる．

空間 n次元２階偏微分方程式 (A)
Wϕ(t)−−−→ 空間 2n次元１階偏微分方程式+低階項 (B)y解く

(B)の解を用いて (A)の解を調べる ←−−− (B)の解
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定理 1.2を示すため，Wave front set WF (u)の定義とG. B. Folland([5])によるWave front

setの特徴付けを紹介する．

定義 2.1 (Wave front set). f ∈ S ′(Rn)に対し，(x0, ξ0) 6∈WF (f)であるとは，a(x0) 6= 0

をみたす関数 a(x) ∈ C∞
0 (Rn)と ξ0の錐近傍Γがあって，任意のN ∈ Nに対し，ある定数

CN が存在し，
|âf(ξ)| ≤ CN(1 + |ξ|)−N

がすべての ξ ∈ Γでみたされることである。

ϕ(x)を，ある αに対し
∫

xαϕ(x)dx 6= 0をみたす S(Rn)の元とする．0 < b < 1をみた
す bに対し，ϕλ(x) = λnb/2ϕ(λbx)とおく．

命題 2.2 (G. B. Folland [5, Theorem 3.22]およびT. Ōkaji [11, Theorem2.2]). f ∈ S ′(Rn)

に対し，(x0, ξ0) 6∈WF (f) であることの必要十分条件は，x0の近傍Kと ξ0の錐近傍Γが
あって，任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1に対し，ある定数CN,a > 0があり，以下を満たす
ことである：すべての λ ≥ 1, すべての x ∈ K および a−1 ≤ |ξ| ≤ aをみたす全ての ξ ∈ Γ

に対し
|Wϕλ

f(x, λξ)| ≤ CN,aλ
−N .

注意 2.3. Folland [5]は，ϕ ∈ S(Rn)がゼロでない偶関数で b = 1/2のとき，上の特徴付け
を示している．大鍛冶 ([11])は，b = 1/2の場合に上の特徴付けを示している．Folland([5])

や大鍛冶 ([11])は，b = 1/2の場合のみ命題 2.2を示しているが，0 < b < 1の場合に命題
2.2を示すのは容易である．

証明の概要 1.2. 初期値問題 (1)は，波束変換により, 以下の１階偏微分方程式に変換さ
れる： 




(
i∂t + iξ · ∇x − i∇xV (t, x) · ∇ξ − 1

2
|ξ|2 − Ṽ (t, x)

)
×

Wϕ(t)u(t, x, ξ) = Ru(t, x, ξ),

Wϕ(0)u(0, x, ξ) = Wϕ0u0(x, ξ),

(4)

ただしここで，Ṽ (t, x) = V (t, x) − ∇xV (t, x) · xであり，Vjk(t, x, y) =
∫ 1

0
∂j∂kV (t, x +

θ(y − x))(1− θ)dθとして

Ru(t, x, ξ) =
∑

j,k

∫
ϕ(y − x)Vjk(t, x, y)(yj − xj)(yk − xk)u(t, y)e−iξydy
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とおいている．x(s; t, x, ξ)および ξ(s; t, x, ξ)を次の常微分方程式
{

ẋ(s) = ξ(s), x(t) = x,

ξ̇(s) = −∇xV (s, x(s)), ξ(t) = ξ.

の解とするとき，(4)を解くと，

Wϕ(t)u(t, x, ξ) = e−i
R t

0 {
1
2
|ξ(s;t,x,ξ)|2+eV (s,x(s;t,x,ξ))}dsWϕ0u0(x(0; t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))

− i

∫ t

0

e−i
R t

s
{ 1

2
|ξ(s1;t,x,ξ)|2+eV (s1,x(s1;t,x,ξ))}ds1Ru(s, x(s; t, x, ξ), ξ(s; t, x, ξ))ds, (5)

を得る．
ここで，(x(t; t0, x, λξ), ξ(t; t0, x, λξ))およびϕ

(−t0)
λ (x)を (x, ξ)およびϕ0(x)に代入すると

W
ϕ

(−t0)
λ

(t)
u(t, x(t; t0, x, λξ), ξ(t; t0, x, λξ))

= e−i
R t

0 {
1
2
|ξ(s;t0,x,λξ)|2+eV (s,x(s;t0,x,λξ))}dsW

ϕ
(−t0)
λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))

+ i

∫ t

0

e−i
R t

s
{ 1

2
|ξ(s1,t0,x,λξ)|2+eV (s1,x(s1;t0,x,λξ))}ds1Ru(s, x(s; t0, x, λξ), ξ(s; t0, x, λξ))ds (6)

を得る．
定理 1.2を示すためには，(x0, ξ0) /∈ WF (u(t, x))の仮定の下で，ある x0の近傍Kとあ
る ξ0の錐近傍 Γに対し，次の主張 P (σ) = P (σ, ϕ0, K, Γ) が全ての σ ≥ 0およびある αに
ついて

∫
xαϕ0(x)dx 6= 0 をみたすすべてのϕ0 ∈ Sにたいして成立することを示せばよい．

P (σ) = P (σ, ϕ0, K, Γ)：「ある定数Cδ,a > 0があって，すべての x ∈ K，1/a ≤ |ξ| ≤ aを
みたすすべての ξ ∈ Γ，すべての λ ≥ 1 およびすべての 0 ≤ t ≤ t0に対し，

|W
ϕ

(−t0)
λ

(t)
u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))| ≤ CN,aλ

−σ

が成立する．」
b = min((2− ρ)/2, 1/2)とおく．(x0, ξ0) /∈ WF (u(t, x))の下で以下を示す．

(1) ある αにたいし
∫

xαϕ0(x)dx 6= 0 をみたすすべての ϕ0 ∈ Sについて P (0)が成立．

(2) σ ≥ 0に対し，P (σ)の仮定の下で，ある αにたいし
∫

xαϕ0(x)dx 6= 0をみたすすべ
ての ϕ0 ∈ Sについて P (σ + b)が成立する．
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