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Sobolev-Lorentz空間Hs
p,q(Rn), n ∈ N, s ∈ R, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, は

Bessel核及び Lorentz空間 Lp,q(Rn) を用いてHs
p,q(Rn) := (1 − ∆)−

s
2Lp,q(Rn)

と定義される. 臨界 Sobolev-Lorentz空間H
n
p1
p1,p2(Rn)に対応する Sobolev定理

として次が成立する :

H
n
p1
p1,p2(Rn) ↪→ Lq1,q2(Rn), q1 ∈ [p1,∞), q2 ∈ [p2,∞].

しかし, q1 = ∞及び (p2, q2) ̸= (1,∞)のとき,上記の包含関係は破綻する. この

ことは,臨界Sobolev-Lorentz空間H
n
p1
p1,p2(Rn)に属する関数が局所的特異性を持

ち得ることを意味する. 実際,対数型局所的特異性を持つ関数としてH
n
p1
p1,p2(Rn)

に属する関数を構築することができる (参考文献Edmunds-Triebel [5], Nagayasu-
Wadade [13]). これらの特異性に起因し, 対応する通常の斉次重み付き Hardy
の不等式は成立しない. しかし, Edmunds-Triebel [5]において, 対数関数を補
助関数として次の非斉次対数型重み付きHardyの不等式が示された :

Theorem A (Edmunds-Triebel [5, Theorem 2.8]). n ∈ N, 1 < p < ∞と
する. このとき, 正定数Cが存在して不等式

(1)

(∫
{|x|< 1

2
}

(
|u(x)|
|log |x||

)p
dx

|x|n

) 1
p

≤ C∥u∥
H

n
p
p

が任意の u ∈ H
n
p
p (Rn)に対して成立する.

我々の主目的は, 不等式 (1)を次の 2つの意味において拡張することである.

1つは, 関数空間の一般化, 即ち, 通常の Sobolev空間 H
n
p
p (Rn)の拡張である

Sobolev-Lorentz空間H
n
p1
p1,p2(Rn) において, 不等式 (1)に対応する不等式を構築

することである. また, 2つ目の拡張として, 不等式の左辺に表れる指数の取り
方に自由度を与え, 具体的に, 不等式 (1)が成立するための指数に対する必要十
分条件を考察する. 結果, 我々は次の定理を得た :

Theorem. n ∈ N, 1 < p < ∞, 1 < q ≤ ∞, 1 < α, β < ∞とする. このとき,
正定数Cが存在して不等式

(2)

(∫
{|x|< 1

2
}

|u(x)|α

|log |x||β
dx

|x|n

) 1
α

≤ C∥u∥
H

n
p
p,q

1



が任意のu ∈ H
n
p
p,q(Rn)に対して成立するための必要十分条件は次の条件(i),(ii),(iii)

のいずれか 1つが成立することである :
(i) 1 + α− β < 0 ;

(ii) 1 + α− β ≥ 0 and q <
α

1 + α− β
;

(iii) 1 + α− β > 0, q =
α

1 + α− β
and α ≥ β.

定理において特に, p = q = α = βと置くと, 不等式 (2)は不等式 (1)に一致
する. また, 指数 q =

α

1 + α− β
は不等式 (2)が成立または不成立であるため

の臨界指数であることが分かる. さらに, 定理により, q =
α

1 + α− β
のとき,

α ≥ βであれば (2)は成立, α < βであれば (2)は不成立であることが確認さ
れる. 特に, q = ∞及び 1 + α − β = 0のとき, 対応する Sobolev-Lorentz空間
H

n
p
p,∞(Rn) は弱臨界 Sobolev空間に一致することが知られているが, このとき

(2)は成立しない.

Hardy型不等式及びその応用に関しては数多くの研究論文があるが, 特に,
Adimurthi-Chaudhuri-Ramaswamy [1], Beckner [2], Bradley [3], Brézis-Marcus [4],
Edmunds-Triebel [5], Garćıa-Peral [6], Gurka-Opic [7], Herbst [8], Kalf-Walter [9],
Ladyzhenskaya [10], Machihara-Ozawa-Wadade [11], Matsumura-Yamagata [12],
Nagayasu-Wadade [13], Ozawa-Sasaki [14], Pick [15], Reed-Simon [16], Triebel [17]
and Zhang [18]らを参考文献に挙げたい. 中でもBradley [3], Edmunds-Triebel [5]
においては, 不等式 (2)に類似する不等式を Besov型空間において研究されて
いる.

References

[1] Adimurthi, N. Chaudhuri and M. Ramaswamy, An improved Hardy-
Sobolev inequality and its application, Proc. Amer. Math. Soc. 130 (2002),
489–505.

[2] W. Beckner, Pitt’s inequality with sharp convolution estimates, Proc.
Amer. Math. Soc. 136 (2008), 1871–1885.

[3] J. S. Bradley, Hardy inequalities with mixed norms, Canad. Math. Bull.
21 (1978), 405–408.
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