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1 講演アブストラクト

本講演は [11]の内容の内，p-ラプラシアンに関わる部分について話す．紹介したい主結果
は 2つある．このアブストラクトではその主結果までの必要最小限の言葉を準備すること
を主な目的とし，詳細は講演でお話をしたい．本講演では簡単のために，コンパクトな
もののみを扱うが，ノンコンパクトの場合にも同様の議論が走ることは一言述べておき
たい．
まずはハウスドルフ距離の復習から始める：

定義 1.1 (ハウスドルフ距離). Zを距離空間，A1, A2を Zのコンパクト部分集合とする．
このとき，A1, A2のZにおけるハウスドルフ距離 dZH(A1, A2)を

dZH(A1, A2) := inf{ϵ > 0;A1 ⊂ Bϵ(A2), A2 ⊂ Bϵ(A1)}

で定める．ここに，Bϵ(A)はAの ϵ近傍である．

dZH がMZ := {A ⊂ Z;Aはコンパクト }上の距離を定めることは簡単にチェックで
きる．
次に，グロモフ・ハウスドルフ距離の定義を述べる：

定義 1.2 (グロモフ・ハウスドルフ距離, [8]). X,Y をコンパクト距離空間とする．Xと Y

のグロモフ・ハウスドルフ距離 dGH(X, Y )を

dGH(X, Y ) := inf
Z,ϕX ,ϕY

{dZH(ϕX(X), ϕY (Y ))}

で定める．ここに，下限は距離空間Z，等長埋め込み ϕX : X ↪→ Zと ϕY : Y ↪→ Z，全て
にわたって取る．

上のような Z, ϕX , ϕY は少なくとも一つは必ず存在する．例えば，X ⊔ Y 上に適当に
距離を入れて，そこにX,Y は等長的に埋め込むことができる．
コンパクト距離空間全体を等長という同値関係で割った集合をMと表す．dGH の基

本的な性質は次である：
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命題 1.3 ([8]). dGH はM上の距離を定める．

例えば，半径が rの球面を考えたとき，rを 0に持っていくと，その球面列は一点にグ
ロモフ・ハウスドルフ（距離の意味で）収束する
自然数 n，実数K，正の実数 dに対して，リッチ曲率がK(n− 1)以上，直径が d以下

の n次元コンパクトリーマン多様体からなる集合をM(n,K, d)で表す．リーマン多様体
の収束・崩壊理論と呼ばれる分野の発端は次のコンパクト性定理であると言ってよい：

定理 1.4 ([8]). M(n,K, d)のMにおける閉包M(n,K, d)はコンパクトである．

粗く言って，M(n,K, d)を調べることが多様体の収束・崩壊理論である．私はこの理
論と，そのリーマン多様体への応用に興味がある．

M(n,K, d)を調べるには測度論が有用である．そのために，測度付きグロモフ・ハウ
スドルフ収束と呼ばれる概念を用意する：

定理 1.5 ([7, 8]). コンパクト距離空間Xとその上の確率ラドン測度 υの組 (X, υ)全体を，
測度付き等長という同値関係で割った集合をMmeasと表す．このときMmeas上には測度
付きグロモフ・ハウスドルフ距離と呼ばれるまっとうな距離 dmeas

GH が入る．

注意 1.6. 実は上では「測度付きグロモフ・ハウスドルフ距離」と呼んだが，これは私
が（何となくわかりやすいかなと思い）勝手につけただけで，一般的ではない．人によっ
てまちまちだが，例えば [15]ではグロモフ・ハウスドルフ・プロホルフ距離，と呼んでい
るようである．この距離を具体的に計算することはまずないと言ってよい．大切なのは以
下の命題 1.8である．

定理 1.4と同様にして次が成り立つことが知られている：

定理 1.7 ([7]). 自然数 n，実数K，正の実数 dに対して，リッチ曲率がK(n − 1)以上，
直径が d以下の n次元コンパクトリーマン多様体M と，その上の自然なリーマン確率測
度の組 (M, vol/volM)からなる集合をMmeas(n,K, d)で表す．このとき，Mmeas(n,K, d)

のMmeasにおける閉包Mmeas(n,K, d)はコンパクトである．

本講演で，dmeas
GH については次がわかっていれば十分である：

命題 1.8 ([7, 8]). {(Xi, υi)}1≤i≤∞ ⊂ Mmeas(n,K, d)とする．このとき，dmeas
GH ((Xi, υi), (X∞, υ∞)) →

0となる（これを以下では簡単に (Xi, υi) → (X∞, υ∞)と書くことにする)ための必要十分
条件は次が成り立つことである：ある正の実数列 ϵi → 0と，ある（ボレル可測）写像の
列 ϕi : Xi → X∞があって，

1. 任意の i，任意の x, y ∈ Xiに対して，|x, y − ϕi(x), ϕi(y)| < ϵiが成り立つ．ここに
x, yは xと yの間の距離である．

2. X∞ ⊂ Bϵi(ϕi(Xi)).
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3. υi(Br(xi)) → υ∞(Br(x∞))が任意の r > 0，任意の xi → x∞に対して成り立つ．こ
こに xi → x∞とは ϕi(xi) → x∞のことを意味する．

実は上の命題で，三つ目の条件は υiをϕiでプッシュフォワードした測度 (ϕi)∗υiがX∞

上で υ∞に弱収束する，ということと同値である．
そこで以下では，(Xi, υi) → (X∞, υ∞)と書いたときには，上のような ϵi, ϕiを暗黙の

内に一つ取って固定しているとする．
Mmeas(n,K, d)について，重要な仕事を一つ紹介する：

定理 1.9 ([4]). 任意の (X, υ) ∈ Mmeas(n,K, d)に対して，余接束と呼ばれる位相空間T ∗X

と，射影と呼ばれるボレル可測写像 T ∗X → Xが存在して次が成り立つ：

1. υ(X \ π(T ∗X)) = 0.

2. 任意の x ∈ π(T ∗X)に対して π−1(x)は自然な内積 ⟨v, u⟩を持つ n次元以下のベクト
ル空間である．

3. X 上で定義された任意のリプシッツ関数 f に対して，あるボレル部分集合 Xf ⊂
π(T ∗X)とボレル写像 df : Xf → T ∗X(fの微分と呼ばれる) が存在し，次を満たす：

(a) υ(X \Xf ) = 0.

(b) π ◦ df = id.

(c) |df |(x) = limr→0 supBr(x)\{x} |f(y)− f(x)|/x, y．ここに |v| =
√
⟨v, v⟩．

この定理は粗く言って，古典的なラーデマハァの定理「ユークリッド空間上の任意の
リプシッツ関数はほとんど至る所微分可能である」が多様体の極限でも成り立つ，という
ことを意味する．例えば一点 x ∈ Xからの距離関数 rxはX上で 1-リプシッツだから，そ
の微分 drx(z)がほとんど至る所の z ∈ Xで意味を持つ．
リーマン多様体のときと同様にして，上記 T ∗X の双対を取ることで，接束 TX を考

えることができる．また，df の双対切断を∇f : Xf → TXとかく．T ∗X,TXはX上 (ほ
とんど至る所定義された)ベクトル束とみなすことが出来る．
そこで今，非負整数 r, sに対して，

T r
sX :=

r⊗
i=1

TX ⊗
r+s⊗

i=r+1

T ∗X

と置く．r = s = 0のときはこれは自明束X ×Rと考える．これらもやはりX上のベク
トル束である．T r

sXへの切断 T をX上の (r, s)型のテンソル場と呼ぶ．以下では T r
sXへ

の Lp-切断全体を Lp(T r
sX)と書くことにする．これはもちろんバナッハ空間である．

ここで，次の問いを考える：
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問：{(Xi, υi)}1≤i≤∞ ⊂ Mmeas(n,K, d)が (Xi, υi) → (X∞, υ∞)を満たしているとする．
このとき Ti ∈ Lp(T r

sXi)(1 ≤ i ≤ ∞)を取って，Tiが T∞にLp収束する，という概念を適
切に定義することができるか？

例えば空間が止まっていてテンソル場だけが動く場合，すなわちXi ≡ X∞という状
況であれば，||Ti − T∞||Lp → 0とすればよい．これは当たり前である．しかし，空間も動
かしてしまうと，この定義を与えることはとたんに難しくなる．その理由は，差 Ti − T∞

を自然に考えることができないことによる．

注意 1.10. r = s = 0の場合，すなわち各 TiがXi上の Lp関数のときは桑江・塩谷に
よって上記問の答えがYesであることが知られている [12, 13]. 実は関数の場合は差Ti−T∞

に相当する量が自然に定義できることがポイントになっている．テンソル場の場合は普通
にやるとそこがうまくいかない．

本講演で紹介したい主結果その 1は次で，pが 1でない有限の値ならば上記問の答え
はYes，ということである：

定義 1.11 ([11]). 上の状況で，1 < p < ∞と仮定する．

1. Tiが T∞に Lp弱収束するとは，supi ||Ti||Lp < ∞であって，∫
Br(xi)

Ti(drx1
i
, . . . , drxr

i
,∇rxr+1

i
, . . . ,∇rxr+s

i
)dυi

→
∫
Br(x∞)

T∞(drx1
∞ , . . . , drxr

∞ ,∇rxr+1
∞

, . . . ,∇rxr+s
∞

)dυ∞

が任意の r > 0，任意の xi → x∞，任意の xj
i → xj

∞で成り立つことを言う．

2. Tiが T∞にLp強収束するとは，Tiが T∞にLp弱収束し，かつ lim supi→∞ ||Ti||Lp ≤
||T∞||Lpが成り立つことを言う．

上の定義だと欲しい性質は満足する．例えば，Lp有界列はLp弱収束部分列を持つ，弱
収束列においてノルムは下半連続である，などが成り立つ．また，上で pが 1と∞を考
えていないのは，クラークソンの不等式 [5]と呼ばれる不等式と関係がある．それについ
ては時間が許せば講演中に触れる．
上記定義に関して一つだけ重要な性質を述べる．(X, υ) ∈ Mmeas(n,K, d)と1 < p < ∞

に対して，ソボレフ空間H1,p(X)がwell-definedなことは知られている．このとき，次の
レーリッヒ型のコンパクト性定理が成り立つ：

定理 1.12 ([11]). 1 < p < ∞, {(Xi, υi)}1≤i≤∞ ⊂ Mmeas(n,K, d)が (Xi, υi) → (X∞, υ∞)

を満たしているとする．このとき，関数列{fi}i<∞が，fi ∈ H1,p(Xi)かつ supi ||fi||H1,p < ∞
を満たしていれば，部分列 {fi(j)}jと f∞ ∈ H1,p(X∞)が存在して次が成り立つ：
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1. fi(j)は f∞に Lp強収束する．

2. dfi(j)は df∞に Lp弱収束する．

この定理 1.12が p-ラプラシアンの研究へ応用を持つ．(X, υ) ∈ Mmeas(n,K, d)に対し
て，もしXが一点でなければ

λ1,p(X) := inf

{
||df ||pLp

||f ||pLp

; f ∈ H1,p(X), f ̸≡ 0,

∫
X

|f |p−2fdυ = 0

}
と置き，一点ならば λ1,p(X) := ∞と置く．
次はよく知られている：(X, υ) ∈ Mmeas(n,K, d)ならば，λ1,p(X)は p-ラプラシアン

の正の最小固有値
−div(|∇f |p−2∇f) = λ|f |p−2f

に一致する．
本講演で述べたい主結果その 2は次である：

定理 1.13. [11] 写像 λ1,∗ : Mmeas(n,K, d)× (1,∞) → (0,∞]は連続である．

この定理を p = 2で切った主張はすでに知られている [7]．
空間とテンソル場を両方同時に動かして考えた最大の利点は，これまでに述べた全て

のコンパクト性定理である．例えば，コンパクト集合上の連続関数は最大値，最小値を持
つ，という事実を使えば次が簡単に得られる：

系 1.14. 1 < p1 < p2 < ∞とする．今，n次元コンパクトリーマン多様体M が

(diamM)2RicM ≥ (n− 1)K

を満たしていれば，任意の p1 ≤ p ≤ p2に対して，

0 < C1(n,K, p1, p2) ≤ (diamM)pλ1,p(M) ≤ C2(n,K, p1, p2) < ∞

が成り立つ．ここに，diamM はM の直径のことであり，C1(n, k, p1, p2), C2(n,K, p1, p2)

は n,Kにのみ依存して定まる正の実数である．

この系にはグロモフ・ハウスドルフ収束の言葉は全く出てきていないことに注意する．
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