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1. 序

本講演では, 次の非線形シュレディンガー方程式を考える:{
i∂tu+∆u = −|u|p−1u, t ∈ R, x ∈ RN ,

u(0, x) = u0(x) ∈ FḢsc ,
(1)

N ⩾ 1, max

(
1 +

4

N + 2
, 1 +

2

N

)
< p < 1 +

4

N
. (2)

ここで, sc =
2

p−1
− N

2
∈ (0,min(1, N

2
))であり, 初期値の空間はスケール臨界である斉

次重みつき空間FḢs = {f ∈ S ′ | Ff ∈ Ḣs}とする. 我々の目的は方程式 (1) の解の

大域挙動を調べることである. より詳しく述べると, 散乱のためのシャープな十分条件

を導く. 散乱の定義は後ほど詳しく述べるが, 大まかに述べると, 非線形方程式の解 u

が時刻無限大付近で自由Schrödinger方程式の解のように振舞うことである. 初期値の

空間 FḢsc についてはスケール不変な空間であること以外にも, L2の部分空間でない

という点が重要である. それは, u0 ∈ L2 であれば (質量保存則から)解は大域的である

のに対して, L2でないことを許すと有限爆発する解がありえるからである (Fibichによ

る). なお, 今回の初期値の空間 FḢsc から初期値をとったときに有限時間爆発する例

があるのかはわかっていない.

近年, Kenig-Merle によるエネルギー臨界べきp = 1 + 4
N−2
の場合の研究をはじめと

して, 質量臨界および優臨界の場合に対して解の大域挙動を分類する研究が盛んに行わ

れている. その結果, 基底状態解程度までの大きさ (各 pに対して大小の意味は異なる)

をもつ解に対して挙動が理解されつつある状況である. 特に, 質量臨界 (p = 1 + 4/N)

のときには, 基底状態解より小さい質量を持つL2解は必ず時間大域的で散乱すること

がDodsonにより示された (H1解に対しては以前から知られていた. Sobolev埋め込み

の最良定数の評価による). 本講演では, これまであまり理解の進んでいない質量劣臨

界 p < 1 + 4/Nの部分を考察する. 質量臨界指数 p = 1 + 4/Nを境に (1)の性質は大き

く変わることが知られており, 例えば, H1の枠組みでは, 基底状態解は軌道安定である

ことが知られている.

2. 主結果

まず時間局所適切性について述べる.

定理 1. ([2]) (2)のもと, (1) は FḢsc で時間局所適切である, つまり ∀u0 ∈ FḢsc,

∃I ⊂ R with 0 ∈ I, ∃! u : I × RN → C such that e−it∆u(t) ∈ C(I,FḢsc). また, 初期

値連続依存性が成り立つ.

[3]で, FḢsc ∩ L2 における (時間大域)適切性が得られており, 上の定理はこれから

L2 の仮定を除いたものである. スケール不変な空間で適切性が得られていることを指

摘したい. 質量劣臨界の場合, (スケール不変)斉次Sobolev空間 Ḣ−scでは (1)は非適切



であることが知られている. なお, スケール不変空間で解いたときの常であるが, 存在

区間 I は初期値u0のノルムの大きさだけでは保証されず, その形状にまで依存する.

主結果を述べる. 以後, (1) の解u(t)が t → ∞で散乱する (t → −∞で散乱する) こ

とをFḢsc の意味で limt→∞ e−it∆u(t) ( limt→−∞ e−it∆u(t)) が存在することとし, 散乱

初期値集合S±を次のように定義する.

S± :=
{
u0 ∈ FḢsc

∣∣∣ u0を初期値とする (1)の解u(t)が t → ±∞で散乱.
}
.

定理 2. ([2]) (2)のもと, 以下の性質を満たす特殊な初期値 u0,c が存在する;

1. u0,c ∈ FḢsc \ S+ (正の方向へ (広義の)爆発).

2. ∥u0,c∥FḢsc = inf{∥u0∥FḢsc | u0 ∈ FḢsc \ (S+ ∩ S−)} (最小性).

u0,c を初期値とする (1) の解 uc(t) がいわゆる最小爆発解である. この定理は質量臨

界 p = 1 + 4
N
のときも, FḢ0 = L2 という自明な置き換えのもと成立する (Dodsonに

よる). そのときには, 基底状態解 eitQがそのような最小爆発解の例である. しかし, 質

量劣臨界のときは大きく様相が異なる:

定理 3. ([2]) (2)を仮定. もし v0 ∈ FḢsc ∩ Ḣ1 が

E(v0) :=
1

2
∥∇v0∥2L2 −

1

p+ 1
∥v0∥p+1

Lp+1 < 0

を満たすならば, ∥v0∥FḢsc > inf{∥u0∥FḢsc | u0 ∈ FḢsc \ S}が成立. 特に, 定理2与え

られる最小爆発解 uc は定在波解ではない.

定理 2 と 3は初期値をFH1からとり

ℓ(u(0)) := ∥u(0)∥1−sc
L2 ∥|x|u(0)∥scL2 = c inf

scaling
∥u(0)∥FH1 .

というスケール不変ノルムに関しての最小化と考えたときにも成立する ([1, 2]). ただ

し, この最小化の問題はFḢscにおける最小化とは厳密には別の問題であり, 同じ解が

見つかっているのかは不明である. 例えば, FH1での最小元は有限時間爆発はしない

ことがアプリオリにわかる (L2に属すため)が, FḢscにおける最小元は有限時間爆発し

うる.

定理 2と 3の証明のためアイデアは, Kenig-Merleらが導入したcompactness-rigidity

argument を重み付き空間で行うことである. 特に, [3]によって導入されたLorentz-修

正Besov型の空間における安定性評価が新しい道具の一つ. これは同時に定理 1 にお

いて u0 ∈ L2 の仮定を除くための鍵でもある.
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