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1 Introduction

Rn(n ≥ 2)での次の圧縮性Navier-Stokes方程式の初期値問題について考える.
∂tρ+∇ · (ρu) = 0,

∂tu+ (u · ∇)u+ ∇P (ρ)
ρ

= µ
ρ
△u+ µ+µ′

ρ
∇(∇ · u),

(ρ, u)(0, x) = (ρ0, u0)(x).

(1)

ここで t > 0, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rnであり, 未知関数 ρ = ρ(t, x) > 0及び u = u(t, x) =
(u1(t, x), u2(t, x), · · · , un(t, x)) をそれぞれ, 密度及び流速とする. P = P (ρ)は圧力, µ, µ′は粘
性係数であり, µ > 0, µ′ + 2

n
µ ≥ 0を満たす定数である. ρ̄は与えられた正定数であり, P (ρ)は ρ̄

の近傍で滑らかであり P ′(ρ̄) > 0を満たす.

我々は, 初期摂動 (ρ0− ρ̄, u0)が斉次ベゾフ空間 Ḃ
n
2
2,1(Rn)∩ Ḃ0

1,∞(Rn)× Ḃ
n
2
−1

2,1 (Rn)∩ Ḃ0
1,∞(Rn)

で十分小さいときに, (1)の解
(
ρ(t), u(t)

)
の t → ∞としたときの定数定常解 (ρ̄, 0)への収束の

速さについて考察した.
関数列 {ϕj}j∈Zを Littlewood-Paleyの二進単位分解とし, Φ̂ = 1 −

∑
j≥0 ϕ̂j とする. s ∈ R,

1 ≤ p, r ≤ ∞に対して, 非斉次Besov 空間をBs
p,r(Rn) := {u ∈ S ′; ∥u∥Bs

p,r
< ∞}, 斉次ベゾフ空

間を Ḃs
p,r(Rn) := {u ∈ S ′; ∥u∥Ḃs

p,r
< ∞}とし, ノルムをそれぞれ

∥u∥Bs
p,r

:= ∥Φ ∗ u∥Lp +
∥∥2js∥ϕj ∗ u∥Lp

∥∥
lr({k≥0}), ∥u∥Ḃs

p,r
:=

∥∥2js∥ϕ̇j ∗ u∥Lp

∥∥
lr(Z)

で定義する.
圧縮性Navier-Stokes方程式の研究は数多く存在し, n = 3のとき, 初期摂動がH3(R3)で十

分小さいときの存在と一意性, さらに定常解の安定性や解の収束率がMatsumura-Nishida [5][6]
にあり, 初期摂動に L1の仮定を加えることで

∥∇k(ρ− ρ∗, u)(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−
3
4
− k

2 k = 0, 1 (2)

を得ている.
Kawashita [4]により n ≥ 2に対して, 初期摂動がHs0 (s0 = [n

2
] + 1) に含まれるときの圧縮

性Navier-Stokes方程式の解の存在と大域解の存在を示している.
また, Wang-Tan [8]はn = 3においての場合を考察し,初期摂動がH2(R3)∩L1(R3)で十分小

さいとき (2)を得ている. さらに, Okita [7]では初期摂動がHs0(Rn)∩L1(Rn)(s0 = [n
2
]+1, n ≥ 2)

に含まれるとき
∥∇k(ρ− ρ̄, u)(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−

n
4
− k

2 k = 0, · · · , s0,

を得た.
さらに Li-Zhang [3] により初期摂動がH4(R3)∩ Ḃ0

1,∞(R3)で十分小さいとき (2)を得ている.
ここで臨界空間について述べる. スケール変換を

ρλ(t, x) := ρ(λ2t, λx), uλ(t, x) := λu(λ2t, λx)

と置くと, 圧力 P が適当な仮定を課したとき (ρ, u) が (1) の解であるならば, (ρλ, uλ) も解とな
る. スケール変換 (ρ, u) → (ρλ, uλ)に対し, ノルムが不変となる空間を臨界空間と呼ぶ.
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臨界空間であるベゾフ空間においての結果はDanchin [1]によりn ≥ 2で初期摂動 (ρ0− ρ̄, u0)

が斉次ベゾフ空間 Ḃ
n
2
2,1(Rn)×Ḃ

n
2
−1

2,1 (Rn)で十分小さいとき大域解の存在と一意性が示されている.
非斉次ベゾフ空間での結果はHaspot [2] により n ≥ 2で初期摂動 (ρ0 − ρ̄, u0)が非斉次ベゾ

フ空間B
n
2
2,1(Rn)×B

n
2
−1

2,1 (Rn)に含まれるときに局所解の存在を示している.
上の臨界空間において (1)の減衰評価について次の結果を得た.

2 Main Result

定理 2.1. n ≥ 2のとき, ある定数 ϵ > 0 が存在して, 初期摂動 (ρ0 − ρ̄, u0)が u0 ∈
Ḃ

n
2
−1

2,1 ∩ Ḃ0
1,∞, (ρ0 − ρ̄) ∈ Ḃ

n
2
2,1 ∩ Ḃ0

1,∞ に含まれ,

∥ρ0 − ρ̄∥
Ḃ

n
2
2,1∩Ḃ0

1,∞
+ ∥u0∥

Ḃ
n
2 −1

2,1 ∩Ḃ0
1,∞

≤ ϵ,

を満たすならば (1)の一意の大域解 (ρ−ρ̄, u) ∈ C(R+;B
n
2
2,1)×

(
C(R+;B

n
2
−1

2,1 )∩L1(R+; Ḃ
n
2
+1

2,1 )
)

が存在する. さらに,
∥(ρ− ρ̄, u)(t)∥L2×L2 ≤ C0(1 + t)−

n
4 ,

∥(ρ− ρ̄, u)(t)∥
Ḃ

n
2 −1

2,1 ×Ḃ
n
2 −1

2,1

≤ C0(1 + t)−
n
2
+ 1

2 ,

∥(ρ− ρ̄)(t)∥
Ḃ

n
2
2,1

≤ C0(1 + t)−
n
2 ,

が t ≥ 0で成り立つ.

注意 2.2. 　

(1) Ḃ
n
2
−1

2,1 ∩ Ḃ0
1,∞ ⊂ B

n
2
−1

2,1 ⊂ L2 が成り立つ.

(2) L1 ⊂ Ḃ0
1,∞が成り立つ.

証明の概要は, まず方程式を低周波部分と高周波部分に分解してそれぞれを評価する. 低周
波の部分の解の評価は線形化半群の減衰評価を用いる. 高周波部分については, エネルギー法を
使い評価する. 2つの評価を合わせて解の減衰評価を得る.
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