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本研究内容は、Francesca Gladiali氏（Univ. Sassari）、Massimo Grossi氏
（Univ. Roma “La Sapienza”）との共同研究に基づく。

ゲルファント問題の解の爆発： 境界が滑らかなR2の有界領域Ω、非負定数λに対し、
境界値問題

−∆u = λeu in Ω, u = 0 on ∂Ω. (1)

は、しばしばGel’fand問題と呼ばれるが、多くの由来を持ち深く研究されている。特
にλ ↓ 0での解の振る舞いが詳細に調べられている：

定理 1 (既存の結果 [7]). λn ↓ 0を満たす列{λn}n∈Nとλ = λnにおける (1)の解unを一
つ固定する。このとき、Σn := λn

∫
Ω
eundx = O(1)、∥un∥L∞(Ω) −→ ∞であれば、自然

数m ∈ N、集合S = {κ1, . . . , κm} ⊂ Ω、{un}の部分列（同じ記号で表す）が存在し、
この部分列に対しΣn −→ 8πmであり、Ω\S 上局所一様に次のように収束する：

un(x) −→ u∞(x) := 8π
m∑
j=1

G(x, κj).

ここでG(x, y)は、−∆のDirichlet条件でのGreen関数である。またS は爆発集合と
呼ばれ、(κ1, · · · , κm) ∈ Ωmは次の関数Hm（同じ強さのm点渦のHamiltonian に相当
する）の臨界点である：

Hm(x1, . . . , xm) =
1

2

m∑
i=1

R(xi) +
1

2

∑
1≤i,j≤m, i ̸=j

G(xi, xj).

但し、R(x) = K(x, x)、K(x, y) = G(x, y)− 1
2π

log |x− y|−1である。

仮定される解の列は、Hmの臨界点が適当な条件（非退化性など）を満たす場合や、
領域が適当な性質を満たす場合などに構成されることが知られている（[1, 2, 3]など）。
ここでは、この爆発挙動の詳細を報告する。

ゲルファント問題の線形化固有値問題： λ = λnでのゲルファント問題 (1)の解unに
関する線形化固有値問題は

−∆v = µλne
unv in Ω, v = 0 on ∂Ω (2)

に帰着する。固有値µがµ < 1であることが、対応する線形化作用素の固有値が負であ
ることに相当する。(2)の固有値はµ1

n ≤ µ2
n ≤ µ3

n ≤ . . . と定まるが、以前の研究で、次
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のことを示した：行列Dを対角行列 diag[d1, d1, · · · , dm, dm]とし、その対角成分 djは
次で与えられているとする：

dj =
1

8
exp

{
4πR(κj) + 4π

∑
1≤i≤m, i ̸=j

G(κj, κi)

}
(> 0).

定理 2 ([6]). 定理1で定まる部分列に対し、n → +∞において

µk
n = −1

2

1

log λn

+ o

(
1

log λn

)
(−→ 0), 1 ≤ k ≤ mのとき,

µk
n = 1− 48πη(2m+1−s)λn + o (λn) (−→ 1), m+ 1 ≤ k (=: m+ s) ≤ 3mのとき,

µk
n > 1, k ≥ 3m+ 1のとき

ここで、η(l) (l = 1, · · · , 2m)は、行列 D(HessHm)Dの第 l固有値である。

この結果は、[4]のm = 1の場合の一般化であった。1 ≤ k ≤ mの場合を精密化した：� �
定理 3 ([5]). 定理1で定まる部分列、各k ∈ {1, . . . ,m}に対し次が成立する：

(i) n → +∞において

µk
n = −1

2

1

log λn

+

(
2πΛk − 3 log 2− 1

2

)
1

(log λn)
2 + o

(
1

(log λn)
2

)
ここでΛkは、 成分が次で与えられるm×m行列 (hij)の第k固有値である：

hij =

{
R(κi) + 2

∑
1≤h≤m
h̸=i

G(κh, κi), i = jのとき,

−G(κi, κj), i ̸= jのとき,

(ii) vknを、固有値問題(2)の固有値µk
nに対応する固有関数で∥vkn∥∞ = 1を満たすも

のとする。このとき、行列 (hij)の第k固有ベクトル ck = (ck1, .., c
k
m) ∈ [−1, 1]m

と部分列が存在し、n −→ +∞においてΩ\S 上局所一様に次のように収束
する：

vkn
µk
n

−→ 8π
m∑
j=1

ckj G(·, κj)

� �
この結果の行列 (hij)は、定理2のD同様、1点爆発を扱う [4]では顕在化しないもので
あり、多点爆発特有のものである。(i)は、固有関数の尺度変換に関する新たな「観察」
から得られた。(ii)ような固有関数の挙動自体は定理2の証明でも用いられたが、(i)に
より ckが特徴付けられた。(ii)から、爆発点以外では vknは 0に収束することが分かる
が、ckj が vknの爆発点 κj近くでの尺度変換により得られることから、ckj ̸= 0のとき vkn
がκjの周りで0に近づかない（「ピーク」を形成する）ことが分かる。すなわち、行列
(hij)の固有ベクトルを調べることで、固有関数の「ピーク」の数が分かることになる。
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