
　積分条件付反応拡散方程式の定常解の大域的構造について

辻川　亨

宮崎大学工学教育研究部

自然界で観察される様々なパターンについて、その形成メカニズムの解析が反応拡散方程式を
用いて行われている。また、生物の集合メカニズムの解明に関して、1970年代から移流項を持つ
反応拡散方程式の 1つである Keller-Segel 型の方程式が扱われている。一方、次のような増殖項
を持つ移流拡散方程式の研究も行われてきた ( e. g. [7], [8])。

ut = D∇{∇u− αu∇v}+ f(u), in Ω× R+,
vt = d∆v + u− v, in Ω× R+,
uν(x, t) = 0, vν(x, t) = 0, on ∂Ω× R+,
u( · , 0) = u0 ≥ 0, v( · , 0) = v0 ≥ 0, in Ω.

(1)

ここでΩ ⊂ RN は滑らかな境界 ∂Ωを持つ有界領域とする。増殖項 f(u)がない場合、解の爆発な
どの興味ある問題について多くの研究がある。一方、増殖項のある問題については時間－空間に
関する動的なパターンの存在などが数値的に知られている (e. g. [3], [4], [1]). このようなパター
ンの出現メカニズムを解明するために定常解の存在及びその安定性を含めた解の大域的構造を解
明することは重要な問題である。しかし、一般的にパラメータ依存の大域的解構造を示すことは
難しい問題である。勿論、増殖項 f(u)の形に依存して解構造は変化する ( e. g. [2], [6])。ここで
は典型的な増殖項の 1つである双安定系 f(u) = u(1− u)(u− a) (0 < a < 1/2 )を扱う。(1)の定
常問題は 

D∇{∇u− αu∇v}+ f(u) = 0, x ∈ Ω,
d∆v + u− v = 0, x ∈ Ω,
u ≥ 0, v ≥ 0, x ∈ Ω,
uν(x) = vν(x) = 0, x ∈ ∂Ω

(2)

となる。
大域的解構造を求めるための第一段階として、ある種の極限形を考察する。すなわち、パラ－

メタDを無限大にした場合、形式的に得られる次の方程式である。
∇{∇u− αu∇v} = 0, x ∈ Ω,
d∆v + u− v = 0, x ∈ Ω,
u ≥ 0, v ≥ 0, x ∈ Ω,
uν(x) = vν(x) = 0, x ∈ ∂Ω

(3)

そして ∫
Ω
f(u) dx = 0. (4)

2つの方程式系の関係について、次の定理が成り立つ。

定理 1 (N ≤ 3) limn→∞Dn = ∞を満たす任意の正の数列 {Dn}に対して、D = Dnとしたと
き (2)の解を (un, vn)とする。このとき、{Dn}のある部分列 {Dn′}と (3), (4) の解 (u∞, v∞)が
存在し、かつ

lim
n′→∞

(un′ , vn′) = (u∞, v∞) in C1(Ω)× C1(Ω) (5)
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が成り立つ。

したがって、十分大きなDに対して、(2)の定常解の解構造を求めるためには (3), (4)を解析すれ
ば十分である。
まず、空間次元が 1の場合を扱う。このとき、(3)の第 1式から、u(x)は正の任意定数Eを用

いて u = Eeαv となる。したがって、Ω = (0, 1), g(v,E) = Eeαv − vとするとき、(3), (4)は次の
ように書き換えられる。 

dvxx + g(v,E) = 0, x ∈ (0, 1),
vx(0) = vx(1) = 0,
v ≥ 0, x ∈ (0, 1),

(6)

そして ∫ 1

0
f(Eeαv) dx = 0. (7)

そこで、(6), (7)の解は (v(x, d, E), d, E)と表示する。 また、すべての解は単調な解を用いて
表示できることから、単調増加な解のみを扱う。
まず、積分条件のない問題 (6)について考える。(6)の正値定数解について次の補題が成り立つ。

補題 2 ある正定数 Êが存在する。0 < E < Êに対して，(6)は 2つの正値定数解 v∗(E), v∗(E)
を持ち、v∗(E)と v∗(E)は v∗(E) < v∗(E)を満たし、それぞれEに関して単調増加、単調減少関
数である。

(6)の定常解について、分岐理論により次の補題が成り立つ。

補題 3 0 < E < Ê に対して、limE→0 d
∗(E) = ∞, limE→Ê d∗(E) = 0を満たす単調減少関数

d∗(d)が存在する。このとき、0 < E < Ê, 0 < d < d∗(E)に対して、(6)の解 v(x, d, E)が存在
して

lim
d→d∗(E)

v(x, d, E) = v∗(E), lim
d→0

v(x, d, E) = vB(x, E) =

{
v∗(E) 0 ≤ x < 1
v(E) x = 1

(8)

が成り立つ。ここで、v(E)は v∗(E) < v(E)を満たすある定数である。

Λ := {(d, E) | 0 < E < Ê, 0 < d < d∗(E)}とするとき、Shi ( [5]) 等の結果を応用するとパラ
メータ領域Λ以外では非定数解が存在しないことが示される。また、(6), (7)の単調増加な解の全
体を Γ := {(v(x, d, E), d, E) | (d, E) ∈ Λに対して v(x, d, E)は (6), (7) の解である }とする
とき、定常解の存在に関する次の定理が成り立つ。

定理 4 1/α < a, 1のとき、ある定数Ea, E1 (E1 < Ea < Ê)と区間 (E1, Ea)で定義された関数
d(E)が存在して、(v(x, d(E), E), d(E), E) ∈ Γとなる。その上、

lim
E→E1

v(x, d(E), E) = v∗(E1), lim
E→Ea

v(x, d(E), E) = v∗(Ea) (9)

が成り立つ。

定理 5 a < 1/α < 1のとき、ある定数Ea, E1 < Êと区間 (E1, Ea)又は区間 (Ea, E1)で定義さ
れた関数 d(E)が存在して、(v(x, d(E), E), d(E), E) ∈ Γとなる。その上、

lim
E→E1

v(x, d(E), E) = v∗(E1), lim
E→Ea

v(x, d(E), E) = vB(x, Ea) (10)

が成り立つ。

2



定理 6 1/α > a, 1のとき、ある定数Ea, E1 (Ê > E1 > Ea)と区間 (Ea, E1)で定義された関数
d(E)が存在して、(v(x, d(E), E), d(E), E) ∈ Γとなる。その上、

lim
E→E1

v(x, d(E), E) = vB(x, E1), lim
E→Ea

v(x, d(E), E) = vB(x, Ea) (11)

が成り立つ。

また、非定数定常解の非存在関連して次の定理を得た。

定理 7 もし非定数定常解 v(x, d, E) ∈ Γが存在すれば、十分小さな 0 < Eに対して関係式

(a+ 1) cosh
1√
d
> − 1

α
logE (12)

が成り立つ。

以上の内容を報告する予定である。また、定常解の安定性、分岐構造を数値的に求めるソフトAUTO
を用いた、定常解の大域的分岐構造及び 2次分岐として出現する周期的な解の存在についても言
及したい。
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