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p > 1を定数とし, べき乗型非線形項を持つ半線形熱方程式

ut = ∆u+ up, x ∈ RN , t > 0 (1)

に対する解の爆発について考察する. (1)の解u(x, t)が t = T < +∞で爆発するとは

lim sup
t→T

∥u(·, t)∥L∞(RN ) = +∞ (2)

となることを意味する. また, 正定数Mが存在して

∥u(·, t)∥L∞(RN ) ≤ M(T − t)−1/(p−1), 0 < t < T (3)

となるとき type I 爆発, そうでないとき type II 爆発という. type I 爆発解は任意のN

とp > 1に対して存在することを注意しておく. 以下,

β =
1

p− 1
, γ =

N − 2−
√

16β2 − 8(N − 4)β + (N − 2)(N − 10)

2
, (4)

λℓ = ℓ− γ

2
+ β (n = 0, 1, ...) (5)

とおく. N ≥ 11, p > pJLのとき, λℓ > 0 となる任意の ℓ ∈ N に対して

C1 (T − t)−β−2βωℓ ≤ ∥uℓ,HV(·, t)∥∞ ≤C2 (T − t)−β−2βωℓ (t < T ), (6)

ωℓ :=
λℓ

γ − 2β
, (7)

を満たす球対称な爆発解が存在する [5]. ここで, C1, C2はある正定数で,

pJL :=

 +∞, N ≤ 10,

1 +
4

N − 4− 2
√
N − 1

, N ≥ 11
(8)

は Joseph–Lundgren の臨界指数と呼ばれている. N ≥ 11, p > pJLのとき,

n− γ

2
+ β ̸= 0, ∀n ∈ N (9)

という条件の下で, 満たす任意の球対称爆発解の blow-up rateは (3)または{uℓ,HV}ℓ の
いずれかに一致する [1, 4]. 逆に p < pJLなら, 初期値に対する僅かな仮定の下で球対称
解の爆発は必ず type I である [2, 3].
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p = pJLのときγ = (N − 2)/2 で, U(0) = 1 を満たす (1) の有界な定常解U1(|x|)は

U1(r) = U∞(r)− h1r
−γ log r + h2r

−γ + o(r−γ) (r → ∞) (10)

を満たすことが知られている. ここで, h1, h2はある定数であり,

U∞(r) = c∗r
−2β, c∗ = {2β (N − 2− 2β)}β (11)

は (1)の特異定常解である. p > pJLのときと異なり, (9)で対数補正が現れている.

定理 1. N ≥ 11, p = pJL, T > 0 とし, ある番号 ℓに対して

λℓ := ℓ− γ

2
+ β > 0,

とする. このとき, Tを爆発時刻とし,以下を満たす (1)の球対称な爆発解uℓが存在する:

∥uℓ(·, t)∥∞ =L (T − t)−β−2βωℓ | log(T − t)|2βη/(γ−2β) (1 + o (1)) (t ↗ T ). (12)

ここで, ωℓ =
λℓ

γ−2β
> 0, η = 1 + 1

2ωℓ
.

定理 2. N ≥ 11, p = pJL, T > 0 とし, ある番号n0に対して λn0 = 0 であるとする. こ
のとき, T > 0を爆発時刻とし, 以下を満たす (1)の球対称な爆発解un0が存在する:

Nとn0にのみ依存する正定数Kが存在して,

∥un0(·, t)∥∞ =K (T − t)−β exp

2β

√
|log(T − t)|

2n0

 (1 + o(1)) (t ↗ T ). (13)

証明にはよく用いられる後方自己相似変数を用いて方程式を書き換えた後, 特異定常
解 (10)の周りで線形化するが, それでも非線形項の影響は完全には無視できない. 本講
演では非線形項が常微分方程式の理論で使われるような２次近似ではなくDirac デル
タによる近似が本質的な爆発解の挙動を決定することを強調したい. これは解の原点
への強い凝集の現れとみることができる.
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