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よく知られるように, エネルギー汎関数

J [v] :=

∫
Ω

(
1

2
|Dv|2 − fv

)
dx

に対して, minv∈H1
0 (Ω) J [v] = J [u]を満たす u ∈ H1

0 (Ω)は一意に存在して, さらに−∆u = f

in Ωを超関数の意味で満たす. さらに, 与えられた関数 φ, ψに対して, その間にあるとい
う制約条件をH1

0 (Ω)に付け加えた閉凸部分集合

K := {v ∈ H1
0 (Ω) | φ ≤ v ≤ ψ a.e. in Ω}

を導入すると, K上において Jを最小化する関数 u ∈ H1
0 (Ω)も一意に存在して, 次の方程

式を満たすことが知られている. これは両側障害問題と呼ばれ, 特に発散型の障害問題は
変分不等式としても表されるが, これまで数多く研究されている ([5], [1]等).

min{max{−∆u− f, u− ψ}, u− φ} = 0 in Ω.

本講演では, 次の非発散型の両側障害問題の Lp-粘性解の存在と regularityを考察する.

min
{
max

{
F (x,Du,D2u)− f, u− ψ

}
, u− φ

}
= 0 in Ω. (1)

ここで, Ω ⊂ Rnは滑らかな境界 ∂Ωを持つ有界領域とし, 障害 φ, ψは

φ, ψ ∈ C(Ω) such that φ ≤ ψ in Ω and φ ≤ 0 ≤ ψ on ∂Ω (2)

を満たすとし, 非斉次項 f は次を満たすとする.

f ∈ Lp(Ω) for p > p0. (3)

ここで, p0 ∈ [n
2
, n)は [4]の定数である. また, 楕円定数 0 < λ ≤ Λとある関数

µ ∈ Lq(Ω) for q > n, q ≥ p (4)

が存在して, 関数 F : Ω× Rn × Sn → Rは次を満たすとする.

P−
λ,Λ(X)− µ(x)|ξ| ≤ F (x, ξ,X) ≤ P+

λ,Λ(X) + µ(x)|ξ| for (x, ξ,X) ∈ Ω× Rn × Sn. (5)

ここで, Snは n次実対称行列全体とし, P±
λΛは Pucci作用素と呼ばれ, 次で定義する.

P+
λ,Λ(X) := max{−Tr(AX) : A ∈ Sn, λI ≤ A ≤ ΛI}, P−

λ,Λ(X) := −P+
λ,Λ(−X).

障害問題の解の regularityは障害の滑らかさに依存するが, 最近 L. F. Duque ([3])によ
り F (x, ξ,X) = F (X), µ ≡ 0かつ f ≡ C とした最も単純な非発散型の両側障害問題 (1)

の粘性解 u ∈ C(Ω)に対して, φ, ψ ∈ Cα(Ω) for α ∈ (0, 1)のとき, 次が示された.

|u(x)− u(y)| ≤ C ′|x− y|α for x, y ∈ Ω′ ⋐ Ω.

ここで, C ′は n, λ, Λ, C, ∥φ∥Cα(Ω), ∥ψ∥Cα(Ω)と dist(Ω′, ∂Ω)にのみ依存する.

一般の関数G : Ω× R× Rn × Sn → Rを与えて, Lp-粘性解の定義を導入する.
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Definition 1 ([2]) u ∈ C(Ω)がG(x, u,Du,D2u) = 0 in Ω の Lp-粘性劣解（resp., Lp-粘
性優解）であるとは, η ∈ W 2,p

loc (Ω)に対して, u− ηが x0 ∈ Ωで局所最大（resp., 局所最小
）をとるならば, 次が成り立つ.

lim
r→0

ess inf
Br(x0)

G(x, u(x), Dη(x), D2η(x)) ≤ 0

(
resp., lim

r→0
ess sup

Br(x0)

G(x, u(x), Dη(x), D2η(x)) ≥ 0

)
.

さらに, u ∈ C(Ω)が Lp-粘性解であるとは, Lp-粘性劣解かつ優解である.

以下, ω : [0,∞) → [0,∞)がmodulus of continuityであるとは, ω(0) = 0を満たす非減
少な連続関数である. 仮定 (2)-(5)の下, 次の連続性評価が得られる.

Theorem 2 あるmodulus of continuity ωが存在して, (1)のLp-粘性解 u ∈ C(Ω)に対し
て, u = 0 on ∂Ωならば次が成り立つ.

|u(x)− u(y)| ≤ ω(|x− y|) for x, y ∈ Ω.

ここで, ωは特に ∥f∥Lp(Ω), ∥µ∥Lq(Ω), φと ψのmodulus of continuityに依存する.

次の補題を用いて上の定理を示す.

Lemma 3 (弱Harnack不等式: Koike-Świȩch [6]) ある定数 ε0 > 0, C > 0が存在し
て, u ∈ C(B2r)が u ≥ 0 in B2rを満たし, P+

λ,Λ(D
2u) + µ|Du| + f = 0 in B2r の Lp-粘性

優解ならば, 次が成り立つ.

r
− n

ε0 ∥u∥Lε0 (Br) ≤ C

(
inf
Br

u+ r2−
n
p ∥f∥Lp(B2r)

)
.

ここで, ε0, Cは n, p, q, λ, Λと ∥µ∥Lq(B2r)にのみ依存する.

次の近似方程式を考えることで, 障害問題の解の存在が得られる.

F (x,Duε, D
2uε) +

1

ε
(uε − ψ)+ − 1

ε
(φ− uε)

+ = f.

ここで, a+ := max{a, 0} for a ∈ R.

Theorem 4 u = 0 in ∂Ωを満たす (1)の Lp-粘性解 u ∈ C(Ω)が存在する.
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