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1 序

非線形シュレーディンガー (NLS)方程式の連立系i∂tu+∆u = λ1|v|p−1u,

i∂tv +∆v = λ2|u|p−1v
(1)

を考えよう.ここで, 1 < p < 1 + 2/nであり, λ1, λ2 は任意の複素数とする

(後の章で見る様に,これらの虚部の符号が解の挙動を分類する上で一つの指

標となる).

この講演では解の形を

(tのみの関数)×(自由シュレーディンガー方程式の解)

と仮定して求める (この様な形でシュレーディンガー方程式の解を構成すると

いうのは,著者はKita([K])やDoi([D])から学んだが,線形の分野ではKitada-

YajimaのElectric-Schrodingerに関する研究 ([KY])からあった様である). す

なわち,

u(t, x) = A(t)eit∆f, ,

v(t, x) = B(t)eit∆g,
(2)

とし f, gは tによらない xのみの関数とする.

これらを (1)に代入し,元の方程式をA(t), B(t) に関する常微分系に帰着さ

せて解の漸近挙動を見ようというのが目論見である. その為には x変数を (1)

に代入した時に”消える”様な上手い初期値を持ってくる必要があろう. ここ

で,(1)がゲージ不変性と呼ばれる性質を備えている事に注意しよう; 即ち

u, vが (1)の解→ |α| = |β| = 1 なる α, β ∈ Cに対し αu, βv は (1)の解.

従って解の自由シュレーディンガー方程式から来る部分が eit∆f = a(t)eiϕ(t,x), ϕ ∈
Rとなる様な初期値 f であれば良い. この様なものとして例えば初期値がデ

ルタ関数と平面波の場合が考えられる.即ち;

f(x) = δ(x− a) → eit∆f(x) = (
1

4πit
)n/2e

i|x−a|2
4t ,

f(x) = eix·a → eit∆f(x) = eit|a|
2+ix·a,

ここに a ∈ RN で δ(x− a)は台が aのデルタ関数である. u, vの初期値がこ

の様なものであれば, (1)は A(t), B(t)の常微分系となり, しかもそれは陽に
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解く事が出来る. 従って解の時間減衰や blow-up rateが陽に分かるという事

になる.

注意 1.解の形を見れば分かる様に, 初期値は通常用いられるソボレフ空間の

クラスには入らない.また可積分系や定在波と呼ばれるクラスの解とも赴きが

異なる. にも関わらずこの様な形の解を考察するのはどの様な意味合いが考

えられるだろうか? NLSは線形の多体シュレーディンガー方程式を平均場近

似する事によって得られる方程式であった. この点から鑑みて著者には, これ

らの解は,量子的粒子のなすクラスター内の動きを記述するものではないかと

考えられるのである (同じ指摘は講義録 [FrL]にもある).

注意 2.この様に方程式のゲージ不変性を利用する事で例えば非線形光学にお

ける増幅項を伴ったNLSや非線形クライン・ゴルドンに対しても明示解を作

る事が出来る.

本研究は土井一幸氏（富山県立大学）との共同研究である.

2 初期値がデルタ関数の場合の結果

ここでは (1)の解を以下の形に特定して求める;

u(t, x) = A(t)[eit∆δ(x− a)] = (
1

4πit
)n/2A(t)e

i|x−a|2
4t ,

v(t, x) = B(t)[eit∆δ(x− b)] = (
1

4πit
)n/2B(t)e

i|x−b|2
4t ,

(3)

また

u(0, x) = A(0)δ(x− a) ≡ µδ(x− a), µ ∈ C,

v(0, x) = B(0)δ(x− a) ≡ νδ(x− a), ν ∈ C

とする. ここで a, b ∈ Rn は x変数の部分は結局消えるので, 以下の結果には

影響しない. 直接計算により例えば (1)の第一式は

i∂tu+∆u = i∂tA(t) · [eit∆δ(x− a)],

λ1|v|p−1u = λ1(
1

4πt
)n(p−1)/2|B(t)|p−1A(t) · [eit∆δ(x− a)].

ここで非線形項の冪の部分がゲージ不変性により x変数が消えている事に注

意しよう. (1)の第二式も同様の計算が出来て, 以下のＯＤＥ系を得る;i∂tA(t) = λ1(
1

4πt )
n(p−1)/2|B(t)|p−1A(t), A(0) = µ,

i∂tB(t) = λ2(
1

4πt )
n(p−1)/2|A(t)|p−1B(t), B(0) = ν.

(4)

更に次の補題が成り立つ;

補題. 任意の t ≥ 0に対し, Imλ2|A(t)|p−1 − Imλ1|B(t)|p−1 = Imλ2|µ|p−1 −
Imλ1|ν|p−1 =: K.
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この保存量Kを用いる事で (4)を陽に解く事が出来,その漸近挙動を explicit

に知る事が出来る.

解は初等関数で書ききる事が出来るのだが, やや煩雑な形になるので付録

に回す事にして, この節では漸近挙動に的を絞って述べる. この場合K 及び,

λ1, λ2 ∈ C の虚部の符号によって挙動が大きく異なる. 大体どの様になるか

は以下の通り;

定理. (1)の解 u, vの時刻 tに関する漸近挙動は以下の様に分類される;

1 K = 0の時

[1-a] (Imλ1 = Imλ2 = 0) u, vは共に多項式減衰 (n/2のオーダー).

[1-b] (Imλ1, Imλ2 < 0) u, vは共に多項式減衰 (1/p− 1のオーダー).

[1-c] (Imλ1, Imλ2 > 0) u, vは共に爆発.

2 K > 0の時

[2-a] (Imλ1 = 0, Imλ2 > 0) uは多項式減衰 (n/2のオーダー),vは指数増大.

[2-b] (Imλ1 < 0) uは指数減衰,vは多項式減衰 (n/2のオーダー).

[2-c] (Imλ1, Imλ2 > 0) u, vは共に爆発.

結合定数の虚部 Imλ1, Imλ2 の符号如何によって解の挙動が大きく異なる

事に着目して頂きたい.より詳細な事は講演で述べる.

3 付録

ここでは (1)の方程式の係数を一般化したi∂tu+ ∆
2m1

u = λ1|v|p−1u, u(0, x) = µδa(x),

i∂tv +
∆

2m2
v = λ2|u|p−1v, v(0, x) = νδb(x)

(5)

に対する解の具体形を記す. ここで簡略化の為 δa(x) = δ(x − a),δb(x) =

δ(x − b)と置いた. 解の導出方法や漸近挙動は前節で述べたものと全く同様

である.

K := Imλ2(m
n(p−1)/2
1 )|µ|p−1 − Imλ1(m

n(p−1)/2
2 )|ν|p−1

とし, Φ(t) :=
∫ t

0
(2πs)−n(p−1)/2 dsとする. 1 < p < 1 + 2/nとしているので

t → +∞で Φ(t) → ∞となる事に注意しよう.

u(t, x), v(t, x)は

u(t, x) = A(t)eit
∆

2m1 δa(x) = A(t)
( m1

2πit

)n/2
exp

( im1|x− a|2

2t

)
,

v(t, x) = B(t)eit
∆

2m2 δb(x) = B(t)
( m2

2πit

)n/2
exp

( im2|x− b|2

2t

)
,

の形を仮定して解を求める. 解の具体系は以下の通り.
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1. (the case that K = 0)

(a) (Imλ1 = Imλ2 = 0)

u(t, x) = µ exp
(
− iλ1|mn/2

2 ν|p−1Φ(t)
)
eit

∆
2m1 δa(x),

v(t, x) = ν exp
(
− iλ2|mn/2

1 µ|p−1Φ(t)
)
eit

∆
2m2 δb(x),

(6)

(b) (Imλ1 ̸= 0, Imλ2 ̸= 0)

u(t, x) = µ(1− (p− 1)Imλ2|mn/2
1 µ|p−1Φ(t))

iλ1
(p−1)Imλ1 eit

∆
2m1 δa(x),

v(t, x) = ν(1− (p− 1)Imλ1|mn/2
2 ν|p−1Φ(t))

iλ2
(p−1)Imλ2 eit

∆
2m2 δb(x),

(7)

2. (the case that K ̸= 0)

u(t, x) =



µ exp
( iλ1|mn/2

2 ν|p−1

K(1−p) (eK(p−1)Φ(t) − 1)
)
eit

∆
2m1 δa(x)

if Imλ1 = 0,

µ
(
1− Imλ1|mn/2

2 ν|p−1

K (eK(p−1)Φ(t) − 1)
) iλ1

(p−1)Imλ1 eit
∆

2m1 δa(x)

if Imλ1 ̸= 0,

v(t, x) =



ν exp
( iλ2|mn/2

1 µ|p−1

K(p−1) (eK(1−p)Φ(t) − 1)
)
eit

∆
2m2 δb(x)

if Imλ2 = 0,

ν
(
1− Imλ2|mn/2

1 µ|p−1

K (1− eK(1−p)Φ(t))
) iλ2

(p−1)Imλ2 eit
∆

2m2 δb(x)

if Imλ2 ̸= 0.

(8)
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