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反応拡散方程式系とは、拡散方程式に反応項がついたタイプの微分方程
式を n 個組み合わせたものである。

(1) Tut = D � u + f(u), u = (u1, u2, · · · , un), x ∈ RN

ここで、反応項 f(u) は各成分間の相互作用を記述する非線形項である。(1)
は次の３つの条件をみたすとき、勾配・歪勾配構造を持つという [3]。

・T は非負対角行列である。
・D は正則行列であって、条件 (QD)T = QD をみたす。
　ここで、Q は対称行列でQ2 = Inをみたす。
・(1) の非線形項は f(u) = Q∇uF (u) であるとする。
　ただし、F = F (u) : Rn → R は十分なめらかとする。

このとき、(1) は (歪)エネルギー関数

E [u] =

∫ {
1

2
〈〈D∇u, Q∇u〉〉 − H(u)

}
dx,

をもつ。ここで、

〈〈D∇u, Q∇u〉〉 :=
∑
i,j

dij∇uj · qij∇uj

である。実際、簡単な計算により

d

dt
E [u(x, t)] = −

∫
〈ut, QTut〉 dx

が成り立つことが確かめられる。ただし、〈 , 〉 は通常のRn 上のユークリッ
ド内積を表す。(1) はQT が非負のとき勾配構造をもつという。そうでない
ときは歪勾配構造をもつという。
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歪勾配構造の概念は、FitzHugh-Nagumo 型の反応拡散方程式に現れる定
常パルス解の安定性を調べるために [1] で導入され、[3] において上のような
一般的な形で定式化された。ここでは、勾配・歪勾配構造をもつ反応拡散方
程式系についてのサーベイを次の４つに分けて行いたい。

(i) 定常パルス解の安定性 [1]
(ii) 空間周期解の安定性 [3],[4]
(iii) 特異摂動問題 [5]
(iv) 多次元の問題 [2]

(i)と (ii)では、勾配・歪勾配構造をもつ反応拡散方程式系の「対称性」が
重要な役割を果たす。つまり、定常解のまわりの線形化固有値問題が対称性
をもっており、adjoint eigenvector が簡単に求められることが本質的である。

(iii) では、異なる領域で構成した定常解をつなぐときに現れる matching
condition が、(歪)エネルギー関数を用いて表されることが重要である。そ
の結果、定常解の安定性が (歪)エネルギー関数の凹凸で決まるということが
わかる。

(iv) では、定常解の安定性を決める critical な固有値の挙動が、通常の変
分原理を拡張したmini-maximizing property によって特徴づけられるという
ことが重要な役割を果たしている。
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