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この講演では、次の問題の正値解の多重存在について議論する。
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ここで、Ωは、0 ∈ Ωを満たす RN (N ≥ 4) の有界領域で、その境界 ∂Ω は滑らかで
あるとし、λ ∈ (0, λ) とする。ただし、λ = ((N − 2)/2)2 とする。
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が成り立つことを注意しておく。
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と定める。I(Ω,λ) の非自明な臨界点が、(1)の正値解に対応する。
λ ∈ [0, λ), (z, ε) ∈ RN × R+ に対し、
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である。(z, ε) ∈ RN × R+ に対し、u
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の正値解である。また、Terracini [2]は、λ ∈ [0, λ), ε ∈ R+ に対し、u
(λ)
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の正値解であることを示している。各 λ ∈ [0, λ)に対して、
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cλ = inf{I(Ω,λ)(u) : u ∈ Sλ(Ω)}

本研究は、平野載倫氏 (横浜国大大学院環境情報) との共同研究である.



と置く。cλ は Ωに依存しないことが知られている。Ω = RN の場合は

c0 = I(RN ,0)(u(0)
(z,ε)) ∀z ∈ RN ,∀ε > 0, cλ = I(RN ,λ)(u(λ)

(0,ε)) ∀ε > 0

のように下限が達成されるが、また、Ω が有界領域の場合は下限は達成されない。
I(RN ,0)は、nc0 (n ∈ N)でPSが崩れ、I(RN ,λ)は、nc0+mcλ (n,m ∈ N∪{0}, n+m ≥
1) で PSが崩れることが知られている。さらに、Ωが 0を中心とする星型有界領域
の場合は、Pohozaev型の不等式により、(1)は D1,2

0 (Ω)に属する解を持たないこと
も知られている。

Ωが非可縮な場合に正値解が存在するという結果は [1]で得られているが、本講演
では、正値解の多重性についての次の結果を報告する。

定理. N ≥ 4とする。有界領域 Ω(⊂ RN ) は、0 ∈ Ωを満たし、その境界 ∂Ωは滑ら
かであるとする。さらに、Ωは可縮ではないとする。このとき、十分小さい λ > 0に
対して、(1)は、少なくとも catΩ − 1個の正値解を持つ。

証明にはWillem [3]による相対カテゴリーを用いる。X を位相空間とし、Y をX
の閉部分集合、A, B をX の部分集合とする。Y ⊂ A ∩ B が成り立ち、かつ

h(0, u) = u ∀u ∈ A, h(1, u) ∈ B ∀u ∈ A, h(t, Y ) ⊂ Y ∀t ∈ [0, 1]

を満たす h ∈ C([0, 1] × A,X)が存在するとき、A ≺Y B in X と定める。
X を位相空間とし、Y, Aは X の部分集合で、Y は閉集合とし、Y ⊂ A とする。

次を満たす n + 1個の閉集合 A0, A1, . . . , An が存在するような最小の nを catX,Y A
と定める。

(i) A ⊂
⋃n

i=0 Ai

(ii) A0 ≺Y Y in X
(
Y ⊂ A0, ∃ h ∈ C([0, 1] × A0, X) s.t. h(0, u) = u, ∀u ∈ A0,

h(1, u) ∈ Y ∀u ∈ A0, h(t, Y ) ⊂ Y ∀t ∈ [0, 1]
)

(iii) A1, . . . , An はX において可縮
このような nが存在しない場合は、catX,Y A = ∞と定める。

Y = ∅ のとき、catX,∅A の代わりに、catXA と書く。Y = ∅, A = X のとき、
catX,∅X の代わりに、cat X と書く。

補題 1. X を位相空間とし、Y, A, B は X の部分集合で、Y は閉集合とし、Y ⊂ A
とする。このとき、次が成り立つ。

(i) catX,Y (Y ) = 0
(ii) A ⊂ B ⇒ catX,Y (A) ≤ catX,Y (B)
(iii) catX,Y (A ∪ B) ≤ catX,Y (A) + catX(B)

(iv) ∃ η ∈ C([0, 1] × X, X) such that





η(0, u) = u ∀u ∈ A,

η(t, Y ) ⊂ Y ∀t ∈ [0, 1]
Y ⊂ η(1, A)

⇒ catX,Y (A) ≤ catX,Y (η(1, A))

距離空間XがANEであるとは、任意の距離空間Eとその閉部分集合D, 連続写像
f : D → Xが与えられたとき、適当なDの近傍U および f の連続な拡張 F : U → X
が存在することとする。

Sλ(Ω)の (相対位相での)開部分集合は ANEであることが知られている。特に、
{u ∈ Sλ(Ω) : I(Ω,λ)(u) < b} は ANEである。



補題 2. X は距離空間で、ANEとする。A ⊂ X に対して、

B は Aの閉近傍, catX(B) = catX(A)

を満たす B ⊂ X が存在する。

十分小さいλ > 0を取り、固定する。少なくとも catΩ−1個の正値解の存在を示すの
が目標なので、{u ∈ Sλ(Ω) : I(Ω,λ)(u) ∈ (−∞, a0]∪ [b0, c0), ∇I(Ω,λ)(u) = 0} = ∅ を
満たす cλ < a0 < b0 < c0 が存在するとして良い。a, bを、cλ < a < a0 < b0 < b < c0

を満たすようにとる。ただし、aは cλ に十分近いとし、bは c0 に十分近いとする。

X = {u ∈ Sλ(Ω) : I(Ω,λ)(u) < b}, Y = {u ∈ X : I(Ω,λ)(u) ≤ a}
と置く。また、c ∈ Rに対して、Kc = {u ∈ Sλ(Ω) : ∇I(Ω,λ)(u) = 0, I(Ω,λ)(u) = c}
と置く。さらに、各 j ∈ Nに対し、次のように Aj , cj を定める。

Aj = {A ⊂ X : A ⊃ Y, catX,Y A ≥ j},

cj =





inf
A∈Aj

sup
u∈A

I(Ω,λ)(u), Aj 6= ∅,

∞, Aj = ∅

cλ < a < a0 より、各 j ∈ Nに対して、a < cj が成り立つことを注意しておく。
以下に示す補題 4, 5, 6により、定理は証明される。
次は補題 4に含まれるため、述べる必要ないのだが、述べておく。

補題 3. ck < b (k ∈ N) とすると、Kck
6= ∅ が成り立つ。

この補題だけだと、c1 < c2 < c3 < bのような場合は、少なくとも 3個の臨界点が
存在すると言えるが、c1 < c2 = c3 < bのような場合は少なくとも 3個の臨界点が存
在するとは言えない。しかし、次の補題が成立する。

補題 4. k ∈ N, m ∈ N ∪ {0}とし、
c ≡ ck = · · · = ck+m < b

とする。このとき、catX(Kc) ≥ m + 1である。

以上の補題により、cj < b ならば、少なくとも j 個の臨界点が存在することがわ
かった。なぜなら、cj < b ならば、c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cj < bとなるからである。
次の 2つの補題によって、(1)は、少なくとも catΩ − 1個の正値解を持つことが

わかる。

補題 5. catX,Y X ≥ j とすると、cj < bが成り立つ。

補題 6. catX,Y X ≥ catΩ − 1
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