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初期領域 Ω0 ⊂ Rn (n = 2) と初期流速 v0 ∈ Ω が与えられているとする. ここで Ω0 は, 有界領

域, チューブ, 外部領域, perturbed infinite layer, perturbed half-space のいずれかとする. この

とき t > 0 で流体が占める領域 Ωt と, Navier-Stokes 方程式

∂tv + (v · ∇)v − Div S(v, θ) = f(x, t) in Ωt, t > 0,
div v = 0 in Ωt, t > 0,

S(v, θ)νt = σHνt − p0νt on Γt, t > 0,
v = 0 on Γb, t > 0,

v|t=0 = v0 in Ω, (1)

を満たす流速ベクトル v(x, t) = t(v1, . . . , vn) と圧力 θ(x, t) (x ∈ Ωt) を求める問題を考察する．

但し ∂Ωt = Γt ∪ Γb とする. ここで

• νt is the unit outward normal to Γt,

• S(v, θ) = µD(v) − θI is the stress tensor,

• D(v) = (D(v))ij = ∂vi/∂xj + ∂vj/∂xi is the deformention tensor,

• H is the mean curvature: Hνt = ∆Γ(t)x,

• µ > 0 is the vicsous coefficient,

• σ > 0 is the coefficient of surface tension,

• p0 > 0 is the atmospheric pressure.
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問題 (1)は次の特別な場合を含んでいる.

• Ω0 が有界領域で Γb = ∅ のとき, (1) は drop 問題.

• Ω0 が xn が鉛直成分である perturbed infinite layer で f(x, t) = −ga∇xn (ga > 0 は重力

加速度) のとき, (1) は ocean 問題.

• If Ω0 が xn が鉛直成分である perturbed half-space で f(x, t) = −ga∇xn, Γb = ∅ のとき,

(1) は 底なし ocean 問題.

本研究では問題 (1)の時間局所一意可解性について考察する. drop問題に対しては, Solonnikov

[11, 13, 14, 15] が (1) の整合条件を満たす任意の初期値に対する時間局所一意可解性が流速につ

いて W
2+`,1+`/2
2 (1/2 < ` < 1, n = 3) のクラスで証明している. Moglilevskĭı-Solonnikov [3],

Solonnikov [15] は時間局所一意可解性を Hölder 空間で証明している. σ = 0 の場合, 即ち表面

張力を考慮に入れない場合には, 整合条件を満たす任意の初期値に対する時間局所一意可解性が

Solonnikov [12], Mucha and W. Zaja̧czkowski [4, 5] によって W 2,1
q (n < q < ∞) のクラスで,

柴田-清水 [7, 8] W 2,1
q,p (2 < p < ∞, n < q < ∞) のクラスで証明されている. ocean問題に対して

は, Allain [1] が 2次元の場合, 谷 [16]が, 整合条件を満たす任意の初期値に対する時間局所一意可

解性を W
2+`,1+`/2
2 (1/2 < ` < 1, n = 3) のクラスで証明している. 底なし ocean 問題に対して

は, Prüss-Simonett[6] が初期 height function η0 に対し |∇η0| が小さい時に W 2,1
p (p > n + 2)

のクラスで証明している.

我々は, drop問題, ocean問題, 底なし ocean問題を含む非圧縮性粘性流体の自由境界問題 (1)の

時間局所一意可解性を, 整合条件を満たす任意の初期値に対して, W 2,1
q,p ( 2 < p < ∞, n < q < ∞)

のクラスで成立することを報告する.

以後 Ω = Ω0, Γ = Γ0 とする. 境界上の流体粒子は常に境界上にあり, また領域内部から境界上

に流体粒子が発生することがないことを仮定する．u(ξ, t) を Lagrange 座標での流速ベクトルと

すると，Euler 座標と Lagrange 座標は

x = ξ +
∫ t

0

u(ξ, τ) dτ = Xu(ξ, t) (2)

で関係づけられる．f(x, t) = −ga∇xn とした (1) を Lagrange 座標に変換すると次の方程式と

なる:

∂tu − DivS(u, π) = Div Q(u) + R(π) in Ω, t > 0,

div u = E(u) = divẼ(u) in Ω, t > 0,

(S(u, π) + Q(u))νtu − σHνtu = 0 on Γ, t > 0,

u = 0 on Γb, t > 0,

u|t=0 = u0(ξ) in Ω. (3)

ここで θ(Xu(ξ, t), t) = π(ξ, t), u0(ξ) = v0(x) とおいた. νtu = tA−1ν0/|tA−1ν0| で A は (2) の



Jacobi行列

ajk =
∂xj

∂ξk
= δjk +

∫ t

0

∂uj

∂ξk
dτ

を成分とする行列である. Q(u), R(π), E(u) Ẽ(u) は Vj(0) = 0 (j = 1, 2, 3, 4) を満たす多項式で

与えられる非線形項である:

Q(u) = µV1(
∫ t

0

∇u dτ)∇u, R(π) = V2(
∫ t

0

∇u dτ)∇π,

E(u) = V3(
∫ t

0

∇u dτ)∇u, Ẽ(u) = V4(
∫ t

0

∇u dτ)u.

次が主結果である.

Theorem 1. Ω ⊂ Rn を, 有界領域, チューブ, 外部領域, perturbed infinite layer, perturbed

half-space のいずれかとする. Γ ∈ W 3
q , Γb ∈ W 2

q とする. 2 < p < ∞, n < q < ∞, 2(1 − 1/p) >

1 + 1/q とする. 整合条件:

div u0 = 0 in Ω,

D(u0) − (D(u0)ν0, ν0)ν0 = 0 on Γ, u = 0 on Γb

を満たす
u0 ∈ B2(1−1/p)

q,p (Ω)n = [Lq(Ω),W 2
q (Ω)]n1−1/p,p

に対し, T > 0 が存在して (3) の一意解

u ∈ Lp((0, T ),W 2
q (Ω))n ∩ W 1

p ((0, T ), Lq(Ω))n, π ∈ Lp((0, T ), Ŵ 1
q (Ω))

が存在する. さらに π̄|Γ = π|Γ である

π̄ ∈ H1/2
p ((0, T ), Lq(Ω)) ∩ Lp((0, T ),W 1

q (Ω))

が存在する.

Remark 2. 指数 p, q の制限は以下の理由による.

• 2 < p < ∞
埋め込み関係式

W 1
q ((0, T ), Lq(Ω)) ∩ Lp((0, T ),W 2

q (Ω)) ⊂ BUC
(
(0, T ), [Lq(Ω),W 2

q (Ω)]1−1/p,p

)
(e.g. Amann [2]) が成立する. ここで [Lq(Ω), W 2

q (Ω)]1−1/p,p = B
2(1−1/p)
q,p (Ω). 2 < p < ∞

ならば B
2(1−1/p)
q,p (Ω) ⊂ W 1

q (Ω) となり

W 1
q ((0, T ), Lq(Ω)) ∩ Lp((0, T ),W 2

q (Ω)) ⊂ BUC
(
(0, T ),W 1

q (Ω)
)

を得る. 非線形項の評価でこの関係式を用いる.



• n < q < ∞ ⇒
W 1

q (Ω) ⊂ L∞(Ω).

• 2(1 − 1/p) > 1 + 1/q ⇒

トレース D(u0) − (D(u0)ν0, ν0)ν0|Γ が存在する.

境界 Γ で新しい関数 η を導入し, 次を (3) の線形化問題とする:

∂tu − µ∆u + ∇π = f x ∈ Ω, t > 0,

div u = fd = div f̃d x ∈ Ω, t > 0,

∂tη − ν0 · u = d x ∈ Γ, t > 0,

S(u, π)ν0 − σ(m − ∆Γ)η ν0 = h x ∈ Γ, t > 0,

u = 0 x ∈ Γb, t > 0,

u|t=0 = 0, η|t=0 = 0. (4)

但し m は Γ に依存する十分大きな数. Theorem 1 は, 次の (4) に対する Lp-Lq 最大正則性定理

に基づき縮小写像の原理によって証明される.

Theorem 3. Ω ⊂ Rn を, 有界領域, チューブ, 外部領域, perturbed infinite layer, perturbed

half-space のいずれかとする. Γ ∈ W 3
q , Γb ∈ W 2

q とする. 1 < p < ∞, n − 1 < q < ∞ (n = 3 の

とき), 2 5 q < ∞ (n = 2 のとき) とする. 整合条件:

f̃d|t=0 = 0, h|t=0 = 0,

を満たす

f ∈ Lp((0, T ), Lq(Ω))n, fd ∈ Lp((0, T ),W 1
q (Ω)), f̃d ∈ W 1

p ((0, T ), Lq(Ω))n,

d ∈ Lp((0, T ), W 2−(1/q)
q (Γ)), h ∈ H1/2

p ((0, T ), Lq(Ω))n ∩ Lp((0, T ),W 1
q (Ω))n

に対して (4) は一意解 (u, π, η)

u ∈ W 1
q ((0, T ), Lq(Ω))n ∩ Lp((0, T ),W 2

q (Ω))n, π ∈ Lp((0, T ), Ŵ 1
q (Ω)),

η ∈ W 1
p ((0, T ),W 2−1/q

q (Γ)) ∩ Lp((0, T ), W 3−1/q
q (Γ)).

を持つ. さらに π̄|Γ = π|Γ である

π̄ ∈ H1/2
p ((0, T ), Lq(Ω)) ∩ Lp((0, T ), W 1

q (Ω)).

が存在する.
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