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1 序
本講演はA. Świȩchとの共同研究 [11]である。

次の方程式の Lp-粘性優解の弱ハルナック不等式に関する結果を述べる。

P+(D2u) + µ(x)|Du| = f(x) in Ω, (1)

ここで、P+(D2u)は後で定義する Pucci作用素である。概ね、−△ uと思ってい
てかまわない。

1階微分の係数 µが非有界である方程式に関しては、Ln-強解の場合には弱ハル
ナック不等式が f, µ ∈ Ln(Ω) の場合に成立することが知られている ([7]参照)。し
かしながら、Lp-粘性解に関しては、最近のABP最大値原理に関する我々の結果
[10]が知られているだけである。

我々の弱ハルナック不等式の結果は、q > nかつ q ≥ p > p0 （p0 ∈ [n/2, n)は
Escauriaza定数 [5]）の場合に (1)の非負 Lp-粘性優解 uに対し、

∥u∥Lr(Q1) ≤ C
(
inf
Q1

u + ∥f∥Lp(Q4)

)
となる uに依存しない定数 r, C > 0が存在することある。

q = 2nに関しては、Fok[6]で知られている (Trudinger[14]の方法による)。
この弱ハルナック不等式の応用として、局所ヘルダー評価や強最大値原理がある。
一方、同様の方法で境界での弱ハルナック原理も得られ、境界までこめたヘル
ダー連続性も得られる。更に、非有界領域での ABP最大値原理や extremal方程
式の強解の存在にも応用できる。
ヘルダー連続性に関しては、q > n, q ≥ p ≥ nで Sirakov[13]による弱ハルナッ
ク不等式を用いない方法もある。
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2 準備
以下の議論でC > 0は、与えられた条件以外には依存しない定数とする。
ここでは、p > 1は少なくとも次を満たすものとする。

p >
n

2

これは、W 2,p
loc 関数が連続になるための条件だけでなく、W 2,p

loc 関数が殆ど至る所で
２階のテイラー展開が可能である条件でもある。

r > 0と関数 g : U ⊂ Rn → Rに対し、∥g∥Lr(U) =
(∫

U
|g|rdx

) 1
r

とする。誤解が

ない場合は ∥g∥rと書く。
さて、定義を述べるために一般の完全非線形 2階方程式

F (x, u,Du,D2u) = f(x) in Ω (2)

を考える。ただし、Ω ⊂ Rnは少なくとも開集合とする。
Lp-粘性解理論では、係数や非斉次項に可測関数を考えているので、x → f(x)や

x → F (x, r, p,X)に連続性は仮定しない。
以下、関数F : Ω×R×Rn × Sn → Rは、次の意味で一様楕円型とする。任意
の x ∈ Ω, r ∈ R, p ∈ Rn, X,Y ∈ Snに対し

P−(X − Y ) ≤ F (x, r, p,X) − F (x, r, p, Y ) ≤ P+(X − Y )

が成り立つ。また、Snは n× n実対称行列の全体であり、Snでは通常の部分順序
を考える。
また、ここでは一様楕円型定数

0 < λ ≤ Λ

を固定し、Pucci極大・極小作用素P± : Sn → R を次のように定義する。X ∈ Sn

に対し、
P+(X) := max{−trace(AX) | λI ≤ A ≤ ΛI}

P−(X) := min{−trace(AX) | λI ≤ A ≤ ΛI}

【注意】・P−は凹、P+は凸であることが分かる。また、P±(tX) = tP±(X) (t ≥ 0)

も簡単に分かる。
・更に、定義から次の不等式がわかり、それらをうまく使えば、P±は、−△と考
えて大丈夫である。

P−(X)+P−(Y ) ≤ P−(X+Y ) ≤ P+(X)+P−(Y ) ≤ P+(X+Y ) ≤ P+(X)+P+(Y )

fがLp関数のときは、Caffarelli[2]による局所Lp 評価が知られており、その研究
を元にCaffarelli-Crandall-Kocan-Świȩch[4] によって、Lp粘性解が導入された ([8]

2



も参照)。例えば、比較原理を中心とした通常の粘性解の技法は全く使えないこと
に注意しておく。
まず、Lp-粘性解の定義を述べる。

Lp-粘性解の定義
(i) u ∈ C(Ω)が (2)の Lp-粘性劣解 (Lp-subsolution)とは、任意の ϕ ∈ W 2,p

loc (Ω)に
対し、もし u− ϕが x ∈ Ωで局所最大値を取るならば、次が成り立つこととする。

lim
ε→0

ess. inf
Bε(x)

{F (y, u(y), Dϕ(y), D2ϕ(y)) − f(y)} ≤ 0

(ii) u ∈ C(Ω)が (2)の Lp-粘性優解 (Lp-supersolution)とは、任意の ϕ ∈ W 2,p
loc (Ω)

に対し、もしu−ϕがx ∈ Ωで局所最小値を取るならば、次が成り立つこととする。

lim
ε→0

ess. sup
Bε(x)

{F (y, u(y), Dϕ(y), D2ϕ(y)) − f(y)} ≥ 0

(iii) u ∈ C(Ω)が (2)のLp-粘性解 (Lp-solution)とは、uが (2)のLp-粘性劣解かつ
Lp-粘性優解であることとする。

更に、Lp-強解の定義も述べておく。

Lp-強解の定義
(i) u ∈ C(Ω)が (2)の Lp-強優解 (Lp-strong subsolution)とは、u ∈ W 2,p

loc (Ω)であ
り、次が成り立つこととする。

F (x, u(x), Du(x), D2u(x)) ≤ f(x) a.e. in Ω

(ii) u ∈ C(Ω)が (2)の Lp-強劣解 (Lp-strong subsolution)とは、u ∈ W 2,p
loc (Ω)であ

り、次が成り立つこととする。

F (x, u(x), Du(x), D2u(x)) ≥ f(x) a.e. in Ω

(iii) u ∈ C(Ω)が (2)のLp-強解 (Lp-strong solution)とは、uが (2)のLp-強劣解か
つ Lp-強優解であることとする。

【注意】・(2)のLp-強解ならばLp-粘性解になるのが、自然であるが自明ではない。
しかし、充分一般的な F の仮定の下で成立する ([11]参照)。よって、ここで得ら
れる結果は当然 Lp-強解でも成り立つ。もちろん、Lp-強解の場合、q = nでABP

最大値原理が成り立つから、より強い結論が得られる。
・逆に、(2)のLp-粘性解がW 2,p

loc (Ω)に属すれば、Lp-強解になることが期待される
が、これも自明ではない ([11]参照)。
・Duに関して一次以上の増大度があっても上記の二つの注意は成立する。この証
明のための細かい評価は、中川 [12]の結果を参照。
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3 証明のあらすじ
古典的な強解に対する結果は µ, f ∈ Ln(Ω)で成り立つが、主結果ではこの場合
をカバーできていない。これは、ABP型最大値原理が Lp-粘性解で知られていな
いことが原因である。Lp-粘性解に対する ABP最大値原理は、主結果の p, qに対
する条件でŚwiȩchとの共同研究で得られている ([10]参照)。

Caffarelliの補題を述べておく。

Caffarelliの補題　 ([3]参照）
Ωを滑らかな境界を持つ有界領域とし、g ∈ C∞(∂Ω)とする。次のDirichlet問題
のC2(Ω)解が存在する。 {

P+(D2u) = 0 in Ω,

u = g on ∂Ω.

弱ハルナック不等式の証明の概略　
q ≥ p > nの場合だけ考える。n ≥ p > p0は [9], [10]で導入した “逐次比較関数
法”を用いる。uの代わりに、充分大きな t > 1をとり、u/{t∥f∥p + infQ1 u}とす
れば、infQ1 u ≤ 1かつ、∥f∥p << 1と仮定してよい。すると、∥u∥Lr(Q1) ≤ Cとな
る r, C > 0を見つければよい。(実は、より弱い条件 infQ3 u ≤ 1で充分。この “3”

は、Calderon-Zygmmundの立方体分割の補題を使うので小さくできないが、最終
的にCabréの被覆法を使えば、あまり気にしなくて良くなる。)

分布関数の言葉に直せば、ある σ > 0, C > 0に対し、

|{x ∈ Q1 | u(x) > s}| ≤ Cs−σ (s > 0)

となっていればよい。更に、離散的に任意の自然数 kに対し、

|{x ∈ Q1 | u(x) > Mk}| ≤ θk

となるM > 1, θ ∈ (0, 1)が存在すればよい。
k = 1の時に、この評価を示せれば、立方体分割の補題と縮尺法で k ≥ 2 でも示
せるので、k = 1に限って示してみる。

Q4は滑らかでないけど、適当に近似した領域で考えると Caffarelliの補題から
次を満たす ϕ ∈ C2(Q4)が見つかる。
面倒だから、立方体は滑らかな境界を持つとしてしまう (領域を近似すればうま
く行く)。Caffarelliの補題から、ϕ0 ∈ C2(Q4 \Qo

1/2)で、次のDirichlet問題の解が
ある。 

P−(D2ϕ0) = 0 in Qo
4 \ Q1/2,

ϕ0 = 0 on ∂Q4,

ϕ0 = −1 on ∂Q1/2.
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ϕ0は古典解に対する強最大値の原理から−σ := maxQ3 ϕ0 < 0となり、ϕ = 2σ−1ϕ0

とおくと、ϕ(x) ≤ −2 (x ∈ Q3) を得る。ϕを滑らかにQ1/2内部に拡張したものを
改めて ϕと書けば、ϕ ∈ C2(Q4)は次を満たす。

P−(D2ϕ) = ξ(x) in (Q4)
o,

supp ξ ⊂ Q1,

ϕ = 0 on ∂Q4,

ϕ ≤ −2 in Q3.

w := u + ϕとおくと、P±の不等式からwは次の Lp-優解になる。

P+(D2w) + µ(x)|Dw| ≥ f(x) − µ(x)|Dϕ(x)| + ξ(x) in Ω0

ただし、Ω0 = {x ∈ Qo
4 | w(x) < 0}である。Lp-粘性解に対するABP最大値原理

より

max
Q4

(−w) ≤ Cexp(C∥µ∥n)
(
∥f∥n + ∥Dϕ∥∞∥µ∥Ln(Ω0) + ∥ξ∥Ln(Ω0)

)
supp ξ ⊂ Q1だから、右辺第二項の積分はΩ0の代わりに {x ∈ Q1 | w(x) < 0}とし
てよい。一方、maxQ4(−w) ≥ maxQ3(−u − ϕ) ≥ maxQ3(−u + 2) ≥ 1より、∥µ∥n

が小さければ (∥f∥nも小さいことを思い出そう)、次が分かる。

|{x ∈ Q1 | u(x) ≤ −min
Q1

ϕ =: M}| ≥ δ

となる δ ∈ (0, 1)が存在する。よって、

|{x ∈ Q1 | u(x) > M}| ≤ θ := 1 − δ

となる。
後は、µが小さいという仮定をCabréの被覆法 [1]で取り除けばよい。
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