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空間3次元において,次の Starkポテンシャルのついた非線形 Schrödinger

方程式の初期値問題を考える. i∂tu = −1

2
∆u + V (x)u + F (u), (t, x) ∈ R × R3,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3,
(NLS)

ここで x ∈ R, ∂t = ∂/∂t, ∆ =
∑3

j=1 ∂2
j , ∂j = ∂xj

= ∂/∂xj. 線形ポテン
シャル V は次で与えられる (Stark ポテンシャル).

V (x) = −x1 = E · x (E = (−1, 0, 0)), (1)

非線形項 F (u) = λ1u
3 + λ2ū

3, λj ∈ C, j = 1, 2,である.

近年, ボーズ-アインシュタイン凝縮の発見に伴い, 線形ポテンシャル効果
の入った非線形 Schrödinger 方程式 (NLS)の研究が盛んになってきてい
る. 興味深い事にポテンシャル効果の入ったNLSの解はポテンシャル効果
の入ってないNLSの解と異なる性質を示す事がある. 例えば反撥型調和
振動子ポテンシャル (V (x) = c|x|2, c < 0)の場合, その効果により V ≡ 0

の場合には爆発が起こってしまう非線形項に対して時間大域解が存在し
たり, 長距離散乱理論が必要な非線形項に対して短距離散乱理論が適用
可能になる等である (例えば [2, 3] 参照). ここでは V (x)が空間に関して
線形の場合 (1) を扱う. 線形散乱理論においては次の定理に基づき様々な
結果が知られている (例えば [1, 15] 参照).

定理 A (Avron and Herbst[1]) HE = −1
2
∆−x1 とする. f ∈ L2(R3)

　に対して

e−itHEf = UE(t)f

= e−
it3

6 eitx1e
t2

2
E·∇e−itH0f,

ここで g ∈ L2, a ∈ R3 に対して ea·∇g(x) = g(x+a), またH0 = (−1/2)∆

である.



Avron-Herbst の公式を (NLS) に適用すると次が得られる: i∂tv +
1

2
∆v = λe2i( t3

3
+tx1)F (v), (t, x) ∈ R × R3,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3,
(trNLS)

ここで具体的に u(t, x) = e−
it3

6 eitx1v(t, x + t2

2
E) で与えられる.

(trNLS) を考察することにより (NLS) の解の存在等が示される ([4, 14]

参照). 今回得られた結果は (NLS) の初期値問題の時間大域解の存在,

および解の漸近状態の存在に関してである. (E = 0 の場合は, 例えば
[5, 6, 7, 9, 11] 参照. また終値問題に関しては, 例えば [8, 12, 14]参照).

次の重みつきソボレフ空間を導入する. m, s ∈ R に対して,

Hs,m = {f ∈ S ′ | ‖f‖s,m = ‖〈x〉m〈i∂〉sf‖L2 < ∞},
Hs = Hs,0 (通常のソボレフ空間)

ここで 〈x〉 = (1 + |x|2)1/2.

定理 1 (時間大域解, 解の漸近挙動) u0 ∈ H4 ∩ H3,1 ∩ H1,2 を仮定する.

このとき次を満足する十分小さい ε > 0が存在する. ‖u0‖H4∩H3,1∩H1,2 = ε

であるような (NLS) の時間大域解 u が一意に存在し, 次を満たす.

U(·)UE(−·)u ∈ C([0,∞); H4 ∩ H3,1 ∩ H1,2),

sup
t≥0

{‖UE(−t)u(t)‖H4 + ‖xUE(−t)u(t)‖H3 + ‖x2UE(−t)u(t)‖H1} < 2ε.

さらにこのとき u+ ∈ H4 ∩ H2,1 ∩ H0,2 が一意に存在し, 次を満たす.

sup
t≥0

〈t〉‖UE(−t)u(t) − u+‖H4∩H2,1∩H0,2 < Cε3.

ここで定数 C > 1 は ε に依存しない.

注意 1 エネルギー法を用いて証明が行われる. ゲージ不変性のない非線
形項の評価が必要となる. Avron-Herbst の公式により, 非線形項に時間
およびポテンシャルの空間方向に依存する振動が生じる. そのため初期
値問題 (NLS) の一意解 u の微分及び解の重み付き評価は時間に関して
増大する. しかし振動しながら増大するので, この振動に関して部分積分
する事により必要な decayが得られ, (NLS) の大域解 u の存在が証明さ
れる.



注意 2 初期値が H1 に属する場合の (NLS)の時間局所解はAvron-Herbst

の公式及び Stricharz 評価を用いて存在を示すことができる (例えば [4]参
照).

注意 3 E ≡ 0 の場合は, Stricharz 評価により (NLS) の時間大域解の存
在および漸近状態の存在が証明される. すなわち次の定理が成立する.

定理 B ([10, 13]) E ≡ 0, u0 ∈ H1 を仮定する. このとき次を満足す
る十分小さい ε > 0 が存在する. ‖u0‖H1 = ε であるような (NLS) の時
間大域解 u が一意に存在し, この解 u は次を満たす.

u ∈ C([0,∞); H1) ∩ L
8
3 (0,∞; L4),

∇u ∈ L
8
3 (0,∞; L4) ∩ L8(0,∞; L

12
5 ).

さらにこのとき u+ ∈ H1 が一意に存在し, 次を満たす.

‖UE(−t)u(t) − u+‖H1 → 0 as t → ∞.

注意 4 空間 2次元においては E 6= 0 の場合, 初期値が L2 に属してかつ
小さいならば Stricharz 評価により定理 B と同様の結果が証明される (例
えば [10, 13] 参照).
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