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この講演の内容は，二宮広和氏（龍谷大学理工学部），C. Banlde（Uni-
versität Basel）氏との共同研究 ([1])に基づく．
始めに一般論を少し展開し，具体例を後から述べる．一般に，ここでは

xn+1 を回転軸とする回転対称な領域での非線形楕円型方程式

∆Mu + λ(−u + |u|p−1u) = 0 in Ω ⊂ M (1)

の解を Dirichlet 条件の下で考える．ここに，M ⊂ Rn+1 は　 xn+1 軸
を回転軸とする境界のない滑らかな n(n ≥ 3) 次元多様体で次のような
座標表現をもつ． 関数 f(t) （この関数は [−1, 1] で定義された関数で，
f(−1) = f(1) = 0，f(t) > 0 (t ∈ (−1, 1)) かつ (−1, 1) で解析的である
とする）を用いると，M 上の点 (y1, y2, . . . , yn+1) ∈ M は

y1 = f(cos θ1) cos θ2,

yk = f(cos θ1)
( k∏

j=2

sin θj

)
cos θk+1, k = 2, 3, . . . , n − 2,

yn−1 = f(cos θ1)
( n−1∏

j=2

sin θj

)
cos φ,

yn = f(cos θ1)
( n−1∏

j=2

sin θj

)
sinφ,

yn+1 = cos θ1.

と表される．この場合，xn+1 軸からの距離 ρ は，

ρ =
√

y2
1 + y2

2 + · · · + y2
n = f(cos θ1)

となる．∆M はM 上の Laplace-Beltrami作用素，p > 1, λ > 0，Ω ⊂ M

は北極 (0, . . . , 0, 1) から測り，ε > 0 を小さい数として，「緯度」が π − ε

　未満の領域である．即ち，θ1 ∈ [0, π − ε], θi ∈ [0, π] (i = 2, . . . , n − 1),
φ ∈ [0, 2π] であるとする．なお，簡単な具体例は f(t) =

√
1 − t2 の時

1



であり，このとき M は単位球面である．簡単のため，n = 3 の場合で
Laplace-Beltrami 作用素 ∆M を表現してみると

∆Mu =
1√

det G
∂j(gjk

√
det G∂ku),

となる（G = (gij)， G−1 = (gjk)）．この場合，

det G = (f(cos θ1))2
√

(f ′(cos θ1))2 + 1 sin θ1 sin θ2

g11 =
1

{(f ′(cos θ1))2 + 1} sin2 θ1
, g22 =

1
(f(cos θ1))2

,

g33 =
1

(f(cos θ1))2 sin2 θ2

である（gij = 0 if i 6= j）．もし u が θ1 のみの関数なら

Λazu := ∆Mu

=
1

(f(cos θ1))2
√

(f ′(cos θ1))2 + 1 sin θ1

( (f(cos θ1))2√
(f ′(cos θ1))2 + 1 sin θ1

uθ1

)
θ1

となる．M = Sn の時には，緯度のみに依存するラプラシアンは

Λazu =
1

sinn−1 θ1

d

dθ1
((sinn−1 θ1)

du

dθ1
)

と表現できる．このとき，Prüfer の比較定理（[2] 参照）を用いれば，固
有値問題

Λazu + λu = 0, θ1 ∈ (0, π − ε), u(π − ε) = 0 (2)

は，可算個の固有値 {λD
j,ε}を持つことが分かり，さらにこの固有値は ε ↓ 0

のとき，M 全体での　 Neumann 問題の固有値 λj に近づく．このこと
から，次のことがわかる．なお，球面の時には，Legendre の陪函数を用
いて固有関数が表現でき，より詳しいことが分かるが，一般論としても以
下は分かる．

Theorem 1 n = 3 とし p > 1 とする． すると ε > 0 が十分 0 に近け
れば，各 j ≥ 2 に対して，ある α∗ > 0 (1 に十分近い) と，ある λ (λj に
十分近い) があって，(1) は u(0) = α∗ なる， θ1 = π − ε の近傍で「境界
層」をなすような解を持つ．
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