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劣線形楕円型方程式の正値解は, 領域が大きくなるほど大きくなる. 領域の薄
さを使って, 解の小ささを評価する. 次の方程式を考える.{

−∆u = f(u), u > 0, (x ∈ Ω),

u = 0 (x ∈ ∂Ω).
(E)

Ω は RN の有界開集合, ∂Ω は滑らか, f ∈ C([0,∞), R)とする. 常に次の条件を
仮定する.

(i) f(s)/s は (0,∞)で狭義単調減少. (このとき f(s) は, 劣線形と呼ばれる.)

(ii) lims→0+ f(s)/s = ∞ かつ lims→∞ f(s)/s ≤ 0.

(iii)任意の R > 0に対して, ある C > 0 が存在して,

f(t) − f(s)

t − s
≥ −C (s, t ∈ [0, R], s 6= t).

このとき, (E)の正値解が一意に存在することが知られている. (Brezis-Oswald[1])

定義 1. u ∈ C(Ω) が次を満たすとき, supersolution という.

−
∫

Ω

u∆φdx ≥
∫

Ω

f(u)φdx, (∀φ ∈ C∞
0 (Ω), φ ≥ 0).

逆向きの不等式が成り立つとき, subsolution という.¨
§

¥
¦

定理 1.([2]) u, v ∈ C(Ω), u, v > 0 (x ∈ Ω), uを supersolution, vを subsolution

とする. このとき, もし u ≥ v (x ∈ ∂Ω) ならば, u ≥ v (x ∈ Ω)である.¨
§

¥
¦

系 2. Ω = Ωi に対する (E)の正値解を ui (i = 1, 2) とする. もし, Ω1 ⊂ Ω2 な
らば, u1(x) ≤ u2(x) (x ∈ Ω1) である.

従って, 領域が小さいとき, 解も小さくなる. d > 0 に対して, v = v(t) の常微
分方程式, {

−v′′ = f(v), v > 0, (−d < t < d),

v(−d) = v(d) = 0,
(ODE)

は一意解を持つ. それを v(t, d) と表す.¤
£

¡
¢定理 3.([3]) Ω ⊂ RN−1× (−d, d)とする. このとき, u(x) ≤ v(xN , d), (x ∈ Ω).

D ⊂ RN , d > 0のとき, 次を定義する.

Dd := {x ∈ RN \ D : dist(x, ∂D) < d}.
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定理 4.([3]) DをRN の有界凸集合とする. もし, Ω ⊂ Dd ならば,

u(x) ≤ v(dist(x, ∂D), d) (x ∈ Ω).¨
§
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定理 5.([3]) DをRN の有界凸開集合とする. D内の最大球の半径を d とする.

もし Ω ⊂ D ならば, u(x) ≤ v(dist(x, ∂D) − d, d) (x ∈ Ω).²

±

¯

°

例 1. d を定理 3, 4, 5の通りとする. (d は領域の厚さと考えられる.) 正値解 u

の L∞ ノルムを ‖u‖∞ と表すとき, 次が成り立つ.

(i) f(s) = sp (0 < p < 1)のとき, ‖u‖∞ ≤ Cd2/(1−p).

(ii) f(s) = −s log s のとき, ‖u‖∞ ≤ exp (1/2 − π2/(4d2)).

劣線形楕円型方程式の場合, 正値解はすべての解の中で, 最大の解であるから,

定理 3, 4, 5の評価は, すべての解に対して成り立つ. 特に, f(s) が奇関数ならば,

u(x) を任意の解 uの絶対値 |u(x)|に代えて成り立つ.

距離が 2dだけ離れた２枚の平行な超平面に領域Ωが挟まれたときの, 解の上か
らの評価を与えたものが定理 3である. すなわち領域の厚さが 2d のときの評価
である. v(t, d) は, t = 0 で最大となる. v(0, d) を d により上から評価することに
より, 例１の評価が得られる. 領域が, ある凸集合の外部にあるときは, 定理 4が
定理 3より良い評価を与える. 実際に, Ωを円環領域

Ω := {x ∈ RN : R < |x| < R + ε},

とする. このとき, 定理 3は 2d = 2(R + ε) なので, ‖u‖∞ ≤ v(0, R + ε) を示して
いる. しかし, 定理 4 では, ‖u‖∞ ≤ v(0, ε) となり, 良い評価を与えている. v(t, d)

は d について狭義増加関数である.

Ω が凸集合の内部にあるときは, 定理 3より, 定理 5が良い評価を与える. 実
際に N = 2, Ω を１辺の長さが 1の正三角形とする. このとき, 定理 3では,

2d =
√

3/2 となり, ‖u‖∞ ≤ v(0,
√

3/4) である. しかし, この正三角形の内接円の
半径は, d = 1/(2

√
3) =

√
3/6 なので, 定理 5を使うと, ‖u‖∞ ≤ v(0,

√
3/6) とな

り, こちらのほうが良い評価である. 定理の証明の概略を示す.

定理 1の証明. Mollifier を使って, u, v を滑らかな関数で近似する. 以下では,

u, v ∈ C2(Ω)とする. このとき,

−∆u ≥ f(u), −∆v ≤ f(v), (x ∈ Ω). (1)

定理の主張に反して,

D := {x ∈ Ω : u(x) < v(x)} 6= ∅.

と仮定する. D は開集合である. D の境界は, 滑らかと仮定する. このとき,

∂

∂ν
(u − v) ≥ 0, u = v, (x ∈ ∂D). (2)
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ただし, ∂/∂ν は, 外向き法線微分を表す. (1)より,∫
D

(v∆u − u∆v)dx ≤
∫

D

(uf(v) − vf(u))dx =

∫
D

uv

(
f(v)

v
− f(u)

u

)
dx < 0.

最後の不等式に f の劣線形性 (f(s)/s は減少関数)が使われている. 一方, Green

の公式と (2)により, 上式の左辺は, 次式と同じ.∫
∂D

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
ds =

∫
∂D

u

(
∂u

∂ν
− ∂v

∂ν

)
ds ≥ 0.

矛盾が起きている. この矛盾が定理を示している.

∂D が滑らかでないときは, 次のようにする. v − u の critical value は, ルベー
グ測度が 0 なので (Sard の定理), εk > 0 を 0 に収束する regular value の列とし
て, Dの代りに, Dk := {x : u(x) + εk < v(x)} を使う. Dk に対して Green の公
式を使った後で, k → ∞ とする. 証明終.

定理 3の証明は, 明らか. 定理 4, 5の証明は, 右辺の vの関数が supersolution

になることを示して, 定理 1を使う. そのために, 次の補題を使う.¨
§

¥
¦

補題 1. (ODE)の解 v(t) = v(t, d) は次を満たす. v(t) は concave, v′(t) > 0,

(−d < t < 0), v′(t) < 0, (0 < t < d), v(−t) = v(t), (−d < t < d).¨
§

¥
¦

補題 2. Dを凸開集合とする. このとき, dist(x, ∂D)は, D 内で concave であ
り, D の外で convex となる.º

¹

·
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補題 3. Dを有界凸開集合, ∂D ∈ C∞ とする. ρ(x) = dist(x, ∂D)とおく. こ
のとき, 次が成り立つ.

(i) ρ ∈ C∞(RN \ D), |∇ρ(x)| = 1, (x ∈ RN \ D).

(ii) D の内部に,あるコンパクト集合 K が存在して, vol(K) = 0, ρ ∈ C∞(D\
K), |∇ρ(x)| = 1, (x ∈ D \ K) が成り立つ. ただし, vol は RN のルベー
グ測度を表す.

定理 4の証明. ρ(x) = dist(x, ∂D)とおく. w(x) := v(ρ(x), d) が supersolution

になることを示す. 実際に,

∂w

∂xi

= v′(ρ(x), d)
∂ρ

∂xi

,

∂2w

∂x2
i

= v′′(ρ(x), d)

(
∂ρ

∂xi

)2

+ v′(ρ, d)
∂2ρ

∂x2
i

,

なので,

∆w = v′′(ρ(x), d)|∇ρ|2 + v′(ρ(x), d)∆ρ(x). (3)
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補題 2 より, D の外で ρ(x) は凸関数なので, ∆ρ(x) ≥ 0 であり, また x ∈ Ω のと
き, 0 < ρ(x) < d なので, 補題 3より, v′(ρ(x), d) ≤ 0 となる. さらに |∇ρ| = 1 な
ので, (3)式は, 次のようになる.

∆w ≤ v′′(ρ(x), d) = −f(v(ρ(x), d)) = −f(w).

すなわち w(x) は supersolution である. u(x) = 0 ≤ w(x), (x ∈ ∂Ω) なので, 定
理 1より, u(x) ≤ w(x)である. 証明終.

定理 5の証明も定理 4とほぼ同じである. 次の補題を使う.®



©

ª
補題 4. Dを有界開集合, K はコンパクト集合, K ⊂ D, vol(K) = 0 とする.

w ∈ C(D) ∩ C2(D \ K), w(x) ≥ 0, w(x) はDで concave とする. w が D \ K

での supersolution ならば, w は D での supersolution になる.

定理5の証明. w(x) := v(ρ(x)−d, d)とおく. K を補題 3の通りとする. D にお
いて 0 < ρ(x) < dなので, v′(ρ(x)−d, d) ≥ 0であり, D \K において, ∆ρ(x) ≤ 0

となる. このとき, (3)より, D \ K において,

∆w ≤ v′′(ρ(x), d) = −f(v(ρ(x), d)) = −f(w).

よって, w(x)は, D \ K での supersolution である. 補題 4より, w は Dでの
supersolution になる. 証明終.
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