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1. 導入

次の連立非線形消散型波動方程式の初期値問題；

(1)





∂2uj

∂t2
−∆uj +

∂uj

∂t
=

m∏

k=1

|uk|pj,k , t > 0, x ∈ Rn (1 ≤ j ≤ m),

uj(0, x) = aj(x), ∂tuj(0, x) = bj(x), x ∈ Rn (1 ≤ j ≤ m)

について考える. ここで, 連立系の成分の個数mをm ≥ 2とし, 非線形項の冪は pj,k > 1
または pj,k = 0 (j, k = 1, 2, · · · ,m)を満たすものとする. 連立系 (1) の非線形項の冪
{pj,k}m

j,k=1 の変化に応じた, 解の大域的挙動の変化を考察する.
非線形消散型波動方程式；

(2)





∂2u

∂t2
−∆u +

∂u

∂t
= |u|p, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = a(x), ∂tu(0, x) = b(x), x ∈ Rn

に対する時間大域解の存在,非存在を分類する非線形項の冪の閾値 (臨界指数)は, p = 1+ 2
n

であることが知られている ([6]-[10], [15], [16]). すなわち, 小さい初期データに対する (2)
の非線形項の冪の変化に伴う時間大域解の存在, 非存在の変化は以下の通りである.

1 < p ≤ 1 +
2

n
p > 1 +

2

n

有限時間爆発 時間大域解の存在

一方, p = 1 + 2
n
は, 非線形熱方程式;

(3)





∂u

∂t
−∆u = up, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = a(x) ≥ 0, x ∈ Rn

に対する臨界指数であることが証明されており ([2], [3]), (2)と (3)は, 臨界指数が一致す
る. 連立系に対してはm = 2, p1,1 = p2,2 = 0, p1,2 > 1, p2,1 > 1の場合に, 消散型波動方程
式系と熱方程式系の臨界指数の一致が知られている ([1], [12]).

2. 主結果

主結果を述べるための記法を導入する.
記法. 非線形項の冪 pj,kで与えられるm次正方行列 P , m次単位行列Emを以下のように



定める:

P =




p1,1 p1,2 . . . p1,m−1 p1,m

p2,1 p2,2 . . . p2,m−1 p2,m

p3,1 p3,2 . . . p3,m−1 p3,m
...

...
. . .

...
...

pm,1 pm,2 . . . pm,m−1 pm,m




, Em =




1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 1




.

~α = t(α1, α2, · · ·αm) ∈ Rmによって, 連立方程式

(P − Em)~α = t(1, 1, · · · 1)

の根を表す.
我々は, 単独方程式や, m = 2の連立系に対する結果を包含する, 以下の結果を得た.

定理 1. 空間変数の次元を n = 1, 2, 3とする. 十分小さい初期データ (aj, bj) ∈
W 1,1(Rn) ∩W 1,∞(Rn)× L1(Rn) ∩ L∞(Rn) (1 ≤ j ≤ m) に対して, 非線形項の冪が

det(P − E) 6= 0,
m∑

k=1

pj,k > 1 (1 ≤ j ≤ m),

0 < αj <
n

2
(1 ≤ j ≤ m),

を満たせば, (1)には時間大域解

uj(t) ∈ W 1,1(Rn) ∩W 1,∞(Rn)× L1(Rn) ∩ L∞(Rn) (1 ≤ j ≤ m)

が一意に存在する.

定理 1における ~αの仮定が成立しない場合には, 時間大域解が存在しない連立系が存在す
る; 連立系 (1)の特別な場合として次の連立非線形消散型波動方程式系を考える.

(4)





∂2u1

∂t2
−∆u1 +

∂u1

∂t
= |um|p1 , t > 0, x ∈ Rn,

∂2u2

∂t2
−∆u2 +

∂u2

∂t
= |u1|p2 , t > 0, x ∈ Rn,

...

∂2um

∂t2
−∆um +

∂um

∂t
= |um−1|pm , t > 0, x ∈ Rn,

uj(0, x) = aj(x),
∂uj

∂t
(0, x) = bj(x), x ∈ Rn (1 ≤ j ≤ m).



定理 2. 空間変数の次元を n ≥ 1とする. max
1≤j≤m

αj = αj0 とおくとき, 初期データ

(aj, bj) ∈ W 1,1(Rn) ∩W 1,∞(Rn)× L1(Rn) ∩ L∞(Rn) (1 ≤ j ≤ m) が,∫

Rn

aj(x)dx ≥ 0,

∫

Rn

bj(x)dx ≥ 0 (1 ≤ j ≤ k),

∫

Rn

aj0−1(x)dx > 0, または,

∫

Rn

bj0−1(x)dx > 0.

を満たし, 非線形項の冪に対しては pj > 1 (1 ≤ j ≤ m),

αj0

(
= max

1≤j≤m
αj

)
≥ n

2
,

が成り立つとき, {uj(t)}m
j=1: (4) の解は, 有限時間爆発する.

注意. 対応する非線形熱方程式系の結果は, [11], [14]によって知られている.

3. 線形評価

時間大域解の存在定理の証明において, 発展作用素の評価が基本となる. そのため, 以
下の記号を導入する.

K0(t)g := F−1

[
e−

t
2 cos

(
t

√
|ξ|2 − 1

4

)
ĝ

]
, K1(t)g := F−1


e−

t
2

sin
(
t
√
|ξ|2 − 1

4

)
√
|ξ|2 − 1

4

ĝ


 ,

W0(t)g := F−1 [cos(t|ξ|)ĝ] , W1(t)g := F−1

[
sin(t|ξ|)
|ξ| ĝ

]
,

ここで, ĝは, gの Fourier 変換, F−1[g]は gの逆 Fourier 変換とする. K0(t), K1(t)は, 消
散型波動方程式の発展作用素であって,





∂2u

∂t2
−∆u +

∂u

∂t
= 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = a(x), ∂tu(0, x) = b(x), x ∈ Rn

の解 u(t)は

u(t) = K0(t)a + K1(t)

(
1

2
a + b

)

を満たす. 同様に, W0(t)及びW1(t)は, 波動方程式の発展作用素であって




∂2u

∂t2
−∆u = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = a(x), ∂tu(0, x) = b(x), x ∈ Rn

の解 u(t)は
u(t) = W0(t)a + W1(t)b

を満たす.
波動方程式の発展作用素には, 次の Lp-Lp型評価が成り立つ.



補題 3. n = 1, 2, 3のとき, 1 ≤ r ≤ ∞に対して, ある定数C > 0が存在して

‖W (t)g‖Lr(Rn) ≤ C|t|‖g‖Lr(Rn), t 6= 0,

‖∂tW (t)g‖Lr(Rn) ≤ C|t|‖g‖W 1,r(Rn), t 6= 0

が成り立つ.

次の補題は, 消散型波動方程式の発展作用素と波動方程式の発展作用素の関係性を示す.

補題 4 ([10], [8], [9], [7], [13]). n = 1, 2, 3のとき, 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞に対して, ある
C > 0が存在して, 以下の不等式が成り立つ;∥∥∥∥

(
K0(t)− e−

t
2 ∂tW (t)− e−

t
2
t

8
W (t)

)
g

∥∥∥∥
Lr(Rn)

≤ C(t + 1)−
n
2
( 1

s
− 1

r
)‖g‖Ls(Rn), t ≥ 0,

‖(K1(t)− e−
t
2 W (t))g‖Lr(Rn) ≤ C(t + 1)−

n
2
( 1

s
− 1

r
)‖g‖Ls(Rn), t ≥ 0.

注意. 補題 4は消散型波動方程式の基本解が, ある波動方程式の解を引き去ると原点にお
ける特異性がなくなり, さらに線形熱方程式と同じ減衰をすることを主張する. また, gに
関する可微分性は要求されない.
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