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次の発散型外力項を持つ退化放物型方程式を考える:

(dP)

{
∂tu − ∆uα = div f(t, x), t > 0 , x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0.

ここで, α > 1は定数であり, f = f(t, x)は与えられた (0,∞) × Rn上のRn値関数である.
外力 f は xuや u∇(−∆ + 1)−1uを想定している. xuは非有界な係数を持つことに注意

する. u∇(−∆ + λ)−1uはKeller-Segel方程式系にあらわれる非局所的非線形項であり,比
較原理が一般には成立しない. このような外力を持つ (dP)の解の時空間一様なHölder連
続性について考察する. なお, f ≡ 0に対する方程式 (dP)を多孔質媒質方程式という. 多孔
質媒質方程式に対して,滑らかでない特殊解 (Barenblatt解)が存在するため, (dP)の解は一
般に滑らかとならないことに注意しておく.

Caffarelli-Friedman [1]は f ≡ 0に対する (dP)の解のHölder連続性を示した. 彼らの証
明は, ある微分不等式 (Aronson-Benilan 評価)を本質的に用いているが, f 6≡ 0に対する
Aronson-Benilan型評価は一般には知られていない. また, Aronson-Benilan評価の導出には
比較原理が鍵となっているが,我々は f として,非局所項を想定しているため,比較原理が
一般には成立しない. それゆえ, Caffarelli-Friedmanの手法を (dP)に適用するのは難しいと
思われる.
他方, DiBenedetto-Friedman [2] (独立にWiegner [4],一般化はMisawa [3])は, p > 2に対

して, p-Laplace発展方程式

(p-L)

{
∂tv − div(|∇v|p−2∇v) = 0, t > 0 , x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x)

の弱解 vの勾配がHölder連続になることを示した. 彼らの証明には,比較原理を用いてい
ないことに注意しておく. ところで, n = 1のとき, u = |∇v|とおくと, uは多孔質媒質方程
式の解となることがわかる. このことから,彼らの手法は (dP)に対して適用できると推測
できる. 実際, DiBenedetto-Friedmanは多孔質媒質方程式の解の解のHölder連続性を示し
た. 彼らは (dP)の解のHölder連続性も考察しており, 2

q
+ n

p
< 1なる指数 p, q ≥ 1に対し

て, f ∈ Lq(0,∞ ; Lp(Rn))であれば,解がHölder連続になると主張しているが,証明は与え
られていないようである. 我々は,彼らの証明を拡張し,より広い関数空間に属する外力に
ついても, (dP)の解のHölder連続性を示すとともに, (dP)に対するHölder評価を得た.
定理を述べるために,弱 Lp空間を導入する:

定義 1. Ω ⊂ Rnを領域とする. p > 1に対し, f ∈ Lp
w(Ω)であるとは, f ∈ L1

locかつ

‖f‖Lp
w(Ω) := sup

K⊂Ω ; compact

1

|K|1−
1
p

∫
K

|f | dx < ∞

であるときをいう.



注意 2. Hölderの不等式と |x|−
n
p ∈ Lp

w(Ω)より, Lp(Ω) ( Lp
w(Ω)が従う.

定理 3. uを有界で非負な (dP)の弱解とする. (簡単のため)n ≥ 2とする. 2
q
+ n

p
< 1をみた

す p, q ≥ 1に対し, f ∈ Lq(0,∞; Lp
w(Rn))を仮定する. このとき, n, α, p, qにのみ依存する

定数C, σ > 0が存在して,

|uα(t, x) − uα(s, y)| ≤ C(‖u‖α
L∞((0,∞)×Rn) + ‖u‖

1
q
(α−1)

L∞((0,∞)×Rn)‖f‖Lq(0,∞;Lp
w(Rn)))

× (‖u‖
σ
2
(α−1)

L∞((0,∞)×Rn)|t − s|
σ
2 + |x − y|σ)

が (t, x) , (s, y) ∈ (0,∞) × Rnに対して成り立つ.

注意 4. 熱方程式である, α = 1のとき,定理 3はよく知られた熱方程式に対するHölder評
価となっている. そのため,定理 3は多孔質媒質方程式に対するHölder評価と考えること
ができる.

注意 5. σ0 = 1 − 2
q
− n

p
とおくと, σ ≤ σ0が成り立つ. 特に, uと f が時間に依存しない場

合には, q = ∞ととることができるが,このときのHölder指数 σ0は最良定数となる.

証明は, DiBenedetto-Friedman [2]による intrinsic scaling argumentと alternative method
による. 彼らは, 解の局所的な振動を intrinsic scalingとして用いているが, この方法では,
Hölder評価は導出できないように思われる. 我々は,解の局所的な最大値を intrinsic scaling
としてとることにより, Hölder評価を導出することができた.

intrinsic scalingをとりかえたことにより, alternative methodを再構成する必要がある. そ
のためには,次の Caccioppoli評価が重要な役割を果たす.

補題 6 (Caccioppoli評価). ρ,M > 0に対して, η = η(t, x)をQ = (− ρ2

M1− 1
α
, 0) × Bρ 上の

cut-off関数とする. 3
4
ω ≤ oscQ uα ≤ ωをみたす ω > 0と infQ uα < k < infQ uα + 1

2
ωをみ

たす k > 0に対して, C = C(α) > 0が存在して

(0.1) sup
− ρ2

M
1− 1

α
<t<0

∫
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−η2 dx

∣∣∣
t
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Q
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∫∫
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|∇(uα − k)−|2η2 dtdx

≤ C

{
ω
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−|∇η|2 dtdx

+ (sup
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(∫ 0
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′( 1

2
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p
) dt

) 2
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}
.

をみたす. ここに, 1
2

= 1
q

+ 1
q′
である.

Caccioppoli評価を用いることで,修正した intrinsic scalingに対しても, alternative method
を機能させることができる.
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